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Exercice

1. On désigne par M3(R) Pespace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 3. On note B = (eq, eq,€3) a base

canonique de R? et par I3 la matrice unité de M3(R). On considére dans M3(R) les matrices suivantes:

| 3 -11 10 2 2 2 =2
A:§ -2 2 2 |,P=121 -1 [et@=] -3 -1 5
-1 -1 5 11 1 I -1 1

2. a) Vérifier que PQ = 4l3.

b) En déduire que P est une matrice inversible et calculer sa matrice inverse P~L.

3. On considére les vecteurs suivants :

1 0 2
u=1 2 |,o=| 1 [etw=] -1
1 1 1

a) Montrer que u est un vecteur propre de la matrice A dont on précisera la valeur propre a correspondante.
Autrement dit, vérifiez que A.u=alpha.u, ou alpha nombre réel a préciser
b) Montrer que v et w sont deux vecteurs propres de la matrice A associés a la méme valeur propre 3 dont on

précisera sa valeur.

c) Montrer qu'il existe une matrice diagonale D & préciser telle que A = PDP™L.

4. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P~!,
b) Déterminer, pour tout entier naturel n, D™ en fonction de n.

c¢) En déduire pour tout entier naturel n, 'expression de A™ en fonction de n sous forme d’un tableau.
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Probléme 1.

Dans tout le probleme K = R ou C, on désigne par E un espace vectoriel sur K de dimension n, n > 1

Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u ’endomorphisme de E canoniquement associé a U.
1. Soient 7 et s deux entiers naturels et v la restriction de «® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (ust7).
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).
c) Montrer que dim (Ker (u"*%)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel 7, dim (Ker (u)) < i.
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier ¢ tel que 1 < i <n,dim (Ker (ui)) =1.
b) Montrer que l'indice de nilpotence de u est égal & n.
c) En déduire qu’il existe un vecteur e de E tel que B. = (e,u(e),...,u""*(e)) soit une base de E.

d) Ecrire la matrice de u dans la base B,.

3. Montrer que deux matrices nilpotentes de M,,(C) de rang n — 1 sont semblables.

Partie 4: Cycles

Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non

nul p s’il existe x¢ de E vérifiant les conditions :

° fp (.’EQ) = Xg-

e (w0, f(x0),..., P~  (w)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

2. Soit By, = (zo, f (z0) ... ... , /" (20)) un n-cycle de f.

a) Justifier que B, est une base de F.

b) Déterminer la matrice G de 'endomorphisme f dans la base By, .
o*

. w2k

¢) On pose w = e et pour tout k € Z, Uy = ) ,0u w désigne le conjugué de w.

ok
Pour tout entier k tel que 1 < k < n, vérifier que Uy est un vecteur propre de G associé a une valeur propre
«y, & déterminer.

3. Soit M = (mp1);<p 1<, de Mp(C), telle que my; = wk. On note M = (M k1) <pjcns OU T gy est le

conjugué de my ;.

a) Calculer M M .
b) En déduire que M € GL,(C) et calculer M1
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Probleme 2

On désigne par K le corps R ou C.
Soit m un entier naturel non nul et soit £ = K"”.

Pour tout endomorphisme u de E, on note Ker(u) le noyau de u, et Im(u) I'image de u.

1. Question de cours : Soient u et v deux endomorphismes qui commutent. Démontrer que Ker(u) et
Im(u) sont stables par v.

Dans la suite de P’exercice, u désigne un endomorphisme de E tel que u? = 0.

2. Démontrer que Im(u) est contenu dans Ker(u).
3. Quelle inégalité obtient-on ainsi sur le rang de u 7 On citera précisément le théoréme utilisé.
4. On suppose ici que n = 2, soit E = K2. On suppose ici u non nul.

(a) Démontrer qu’il existe une droite D dans E telle que Ker(u) = Im(u) = D.

(b) Soit v un endomorphisme de E tel que v2 =0 et uov=vou.

i. Démontrer que v(D) C D.
ii. Démontrer que uov = 0.
(c) Soient v et w deux endomorphismes de E tels que v? =0, w? =0, uov=vou et uow =wou.
Démontrer que vow = 0.

5. On revient au cas général. Soit m un entier naturel > 2. Soient uj, ..., Un, des endomorphismes de E

tels que :
Y(i,3) € {1, .., m}?, u? =0et u; o u; = uj ou;.

On pose Fy = Im(u;) et pour un entier ¢ compris entre 2 et m, F; = Im(ug oug 0--- 0 u;—1 o u;).

(a) Démontrer que, pour tout entier ¢ compris entre 1 et m — 1, F; est un sous-espace vectoriel stable

par w;41.

(b) En déduire que, pour tout entier ¢ compris entre 1 et m, F; est de dimension au plus >

¢) Dans le cas ou n < 2™, démontrer que ’endomorphisme u; o ug 0 - -- o u,, = 0.
) P m

6. On suppose K =R

Pour toute matrice A, on note Ker(A) le noyau de A, et Im(A) I'image de A.

Soit A € M,(R). On note *4 la matrice transposée de A.

(a) Démontrer que E = Ker(A) @ Im(?A).
(b) On suppose de plus A2 = 0. Démontrer que Im(A + *A) = Im(A) + Im(*A).

[]
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Exercice

1. a) On vérifie que : PQ = 4I;.
1
b) Donc P71 = EQ'

2.a) Ona Au=udonca=1.
b) On a Av =2v et Aw =2w donc f=2.
c) Ona Sp(A4) = {1,2},dim E1(A) = 1 et dim F2(A) = 2, donc E;(A)® E2(A) = R3 par suite A est diagonalisable
. P est la matrice de passage de la base canonique vers la base des vecteurs propres .

Soit D = diag(1,2,2) , on a alors A = PDP~1.
3. a) C’est vrai pour 1, supposons le pour n , alors

At = 44"
— (PDPY) (PD"PY)
— (PD’nﬁFlel)

d’ott le résultat pour n + 1 . D’oll pour tout entier n, A™ = PD"P~L.
b) On a D™ = diag(1,2™,2") .
. 2"+1 1-2" 2" —1
c) Apres calcul on trouve A™ = 5 2 — ontl 2 2ntl — 2

1-27 1-2" 3x2"—-1
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Probléme.

Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u ’endomorphisme de E canoniquement associé a U.
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de v® a Im (u").

a) On a Im(v) = v(Im (u")) = u*(Im (u")) = Im (us+").
b) On a Ker(v) = Im (u") N Ker (u®) C Ker (u*).

c¢) De la question a) on a dim(Im(v)) = dim Im(u**") | le théoréme du rang donne :

dim Im (u**") 4 dim Ker(u*™") = n et dimIm(v) + dim Ker(v) = dim Im(u")

donc
n — dim Ker(u**") = dim Im(u") — dim Ker(v)

comme dimIm(u") = n— dim (Ker (u")) alors

dim Ker(u**") = dim (Ker (u")) + dim Ker(v)

Ker(v) C Ker (¢®) donc dim Ker(v) < dim Ker (v*) ainsi ‘ dim (Ker (u"%)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u®)) ‘




d)

2. a)

b)

d)

On prouve le résultat demandé par récurrence sur .
e Initialisation : le résultat est vrai pour ¢ = 1 car v est de rang n — 1 et donc dim(Ker(u)) =1 .
e Hérédité : soit i € [0;n — 1] tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang i.

La question précédente indique que
dim(Ker(u")) < dim(Ker(u')) + dim(Ker(u))
Comme u est de rang n — 1 alors Ker(u) est de dimension let ’hypotheése de récurrence donne
dim(Ker(u)) <i+1

ce qui prouve le résultat au rang ¢ + 1.

Sii > mn+ 1 le résultat est évident . Ainsi pour tout ¢ dans N, ‘dim(Ker(ui)) <1 ‘ .

OnaU" =0, doncu™ =0 et u’ =0 Vi>n par suite dim(Ker(u?)) =n Vi > n.
On prouve le résultat demandé par récurrence sur .

e Initialisation : le résultat est vrai pour i =1 .

e Hérédité : soit i € [0;n — 1] tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang i.

D’aprés la partie 1 la suite (dim(Ker(u')));en est croissante , donc
i = dim(Ker(u')) < dim(Ker(ut)) <i+41
Si dim(Ker(u'*1)) < i+ 1 alors forcement
dim(Ker(u')) = dim(Ker(u‘*!))

par suite Ker(u?) = Ker(u'*!) .

Remarquons que si z € Ker(u'*?) alors u(z) € Ker(u*1) = Ker(u') et u'*l(x) =0 donc
z € Ker(u1) | ainsi Ker(u't?) C Ker(u*!) d’ou Ker(ut?) = Ker(u't!) .

Par récurrence on a donc Ker(u?) = Ker(u'*!) = ... = Ker(u") = E ce qui est absurde .
Donc dim(Ker(u™t)) =i+ 1. D’ou le résultat pour i + 1.

Ainsi on a Vi € [0;n], ‘dim(Ker(ui)) = z‘ :

Soit i dans [0;n — 1], on a dim(Ker(u®)) =4 , donc u® # 0 .

Ainsi on a u™ = 0 et pour tout i < n — 1 u® # 0 donc I'indice de nilpotence de u est égal & n.

On a u"~1 # 0, il existe donc e € E\ {0} tel que u"~1(e) # 0.

Montrons que (e, u(e),...,u" " 1(e)) est libre. Pour cela, on suppose que

ape +oqule) + -+ ap_1u""He) =0

1

En composant par v, on a alors

aou™ " e) + aqgum(e) + -+ ap_ut" % (e) = 0

Puisque u* = 0 pour tout k > n alors apu™ 1(e) = 0 ainsi ag = 0.

A chaque fois on compose par ©” 2, u™3,...,u , on obtient par un processus récurrent
ol =91 = ... = ap_1 =0.

La famille B, est donc libre et possede n = dim(FE) éléments donc c’est une base de E.

0 o ... ... 0
1

La matrice de © dans la base B, est donnée par 0

3. Soit A et B deux matrices nilpotentes de M,,(C) de rang n — 1 , posons fa et fp les endomorphismes de F

canoniquement associé & A et B , il existe donc deux bases B, et B.s de E dans lesquelles les matrices de f4 et

defp sont identiques & la matrice de la question d) , ce qui prouve que A et B sont semblables .



Partie 4: Cycles

1. Soit (xo, f (o), ..., fP1 (:co)) un p— cycle de f.

a) Pour tout entier k dans [1,p — 1] on a fP(f*(z)) = f*(f*(20)) = f*(x0) , comme (2o, f (o) ,..., [P~ (o))
est une famille génératrice de F alors fP(z) = z pour tout = € E , ainsi .
b) E est de dimension n, par conséquent, une partie libre de E a au plus n éléments. De plus xg # 0 donc 1 € Fy,,.

Ainsi F,, est une partie non vide et majorée de N donc elle admet un maximum noté .

c) i) Montrons par récurrence que Yk >~  f*(z) € Vect(xo, f(20), -+, fY " (z0)).
e v+1¢ F,, donc (zo, f(z0), -+, f7 1 (xo), f7(20)) est lie, comme (zo, f(z0), -+, f7 1 (x0)) est libre alors
f7(o) € Vect(zo, f(xo), -+, [ (z0)) -
o Supposons que f*(zo) € Vect(wo, f(zo), -, 77" (20)), alors [ (w0) € Vect(f(xo), f*(w0), -, f7(x0))

et comme f7(zo) € Vect(wo, f(o), -, f7~"(x0)) on a bien f**'(xo) € Vect(wo, f(zo), -, f7~" (20)).
Finalement pour tout entier k >~ , | f* (x0) € Vect (a:o, fzo), ..., fr 1 (xo)) i

ii) (:1:0, fx),..., P71 (:130)) est une famille génératrice de E et Yk > v, f* (x) € Vect (zo, fxo),. ...t (xo)),
donc

E = Vect(xg, f(x0),- -, fF " (x0)) = Vect(xo, f(20),--- , [ (z0))

comme (xq, f(zg), -, f7 1 (x0)) est libre alors c’est une base de E et dim E = n = ~.



a) Soit By, = (mo, fzo) . ... Lt (mo)) un n-cycle de f , ce qui signifie BB,, est une famille génératrice de E de

cardinal n = dim E donc elle constitue une base de FE.

b) On a f(f%~1(z0)) :{ flxo)sil<j<n-—2

o , ce qui donne
Ty sij=n-—1

G = MCLthO (f) = 0

c) Soit k € [1,n] . On a GU;, = ) = w*U}, . Donc Uy, est un vecteur propre de G associé & la valeur

propre ok,

ke

2. Soit M = (Mg ), < y<,, de My(C), telle que my , = @"*. On note M = ( T k,0)1<p gy O T g est le conjugué

de M-

a) Posons M M = (ak),< y<,- Pour tout (k,€) € [1,n]? on a
n
ake = ka,jWM
j=1

n
= E oIt
j=1

j=1
Si ¢ =k al =netsil#kal S el Clll R = ()R =1
il=kFalors agy=mnetsil#kalors ap,=w ok = (car (W F)" = (W) " =1).
On conclus que .
11—
b) Ainsi M € GL,(C) et | M~ = -M
n
bo bp—1 ... b2 b
b by
3. Soit (bo,bl, . -7bn—1) ecChet H=
bn72 bnfl
bn—l bn—Q bl bO
a) Remarquons que G* = Matp, (f?) et
0 0 1 0
0 1
Matg, (f*)=| 1
0 1 0



Probleme 2 E3A MP épreuve B 2014

1) Soit (u,v) € L(E) tels que uowv =vou.
Soit € ker(u). u(v(z)) = v(u(x)) = v(0) = 0 donc v(x) € ker(u).
ker(u) est stable par v.

Soit x € Im(u). Soit y € E tel que z = u(y). v(z) = v(u(y)) = u(v(y)) donc v(z) € Im(u).
Im(u) est stable par v.

2)Soit = € Im(u). Soit y € E tel que x = u(y). u(xr) = u?(y) = 0 donc z € ker(u).
Im(u) C ker(u).

|3

3) On en déduit que rg(u) < dim(ker(u). Par le théoréme du rang, on obtient rg(u) < —.

2)
a)Sin=2et u+#0, (3) conduit & rg(u) = 1 = dim(ker(u)).

Alors D = ker(u) =Im(u) est une droite

b)

(i) Soit v telle que wov =wvowu et v> = 0. Par (1) on sait que D =Im(u) est stable par v.

(if) D est donc propre pour v. Or sp(v) = {0}.

Donc v = 0 ou D = ker(v) =Im(v). Dans les deux cas u o v = 0.

¢) De méme, on a w =0 ou D = ker(w) =Im(w). Dans les deux cas v ow = 0.

5)

a)Posons, pour 1 <i<m—1,v =wuy0---0u;. v et u;41 commutent, donc par (1), F; est stable par

Ui41-

b) On effectue une récurrence sur i :
. n

(H;) dim(F;) < 5

(H1) est obtenu par (3).
Supposons (H;,) pour g > 1. Soit @;,+1 le morphisme induit par u;,41 sur F,. ﬂfﬁl = 0. En appliquant

Ihypothése de récurrence et le résultat du (3), on déduit rg(u;,+1) Or Im(@;,41) = Fig4+1 car

n
< —.
— 27,0+1
les (u;) commutent. D’ou (H;,+1). Ceci achéve la récurrence.

c) Sin < 2™, dim F,, < 1 donc dim F;,, = 0. Ainsi uj 0 --- 0 u,, = 0.

6)

a) Par le théoréme du rang, dim(ker(A)) + dim(Im(*A)) = n. De plus si z € ker(4A)NIm(*A), Az = 0 et
xz ="Ay donc A'Ay = 0 et ||Ay|| = 0 donc x = 0. Ainsi F = ker(A)®Im(*A).

b)Im(A +*A) CIm(A)+ Im(*A). De plus les deux sous-espaces sont de méme dimension 2rg(4). Donc
Im(A +tA) =Im(A)+ Im(A).




