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Définitions et notations

Dans ce probléme, E désigne le R -espace vectoriel des applications continues de R™ dans R, et
E5 le sous ensemble de E formé des applications de carrés intégrables sur R*.

A toute fonction f € E on associe la fonction, notée ¢ (f), définie sur R* par

Y(HO) = 7(0) et V>0, p()(x) =+ /0 " f) d.

Si @ est un endomorphisme de F, on dit que A € R est une valeur propre de ® s’il existe f € F
tel que ®(f) = A\f et f # 0; dans ce cas, on dit que f est un vecteur propre de ® associé a \ et
Ker (® — Xidg) s’appelle alors le sous-espace propre de ® associé a la valeur propre .

Premiére partie

1. Soient a et b deux réels strictement positifs.

—at efbt

1-1. Montrer que la fonction ¢ — ef est intégrable sur |0, 400

400 e—at _ e—bt

Dans la suite, on pose  I(a,b) = / — dt.
0

1-2. Montrer que I(a,b) = —1(b,a) et que I(a,b) = I(1,b/a).
+oco —t _ —xt
1-3. On note ¢ l'application définie, pour tout z > 1, par ¢(z) = / % dt.
0

1-3-1. Montrer que ¢ est continue sur l'intervalle [1, +oo].
1-3-2. Montrer que ¢ est de classe C! sur l'intervalle [1, +o0] et calculer ¢'(z) pour z > 1.
1-3-3. Que vaut alors ¢(x) pour z > 17?

1-4. En déduire soigneusement la valeur de I'intégrale /(a, b) en fonction de a et b.

In(1+1¢)

2. 2-1. Montrer que la fonction ¢ — est intégrable sur l'intervalle |0, 1].

n
n L

n+1

2-2. Préciser le rayon de convergence et la somme de la série entiere g (-1)
n>0
2-3. Montrer que cette série entiere converge uniformément sur le segment [0, 1].
+
X1 w2

2-4. On rappelle que Z el montrer alors que /
0

11 2
n(1+t)dt:£.
t 12

n=1




Deuxieme partie

. Soit f un élément de E ; on note g la fonction définie sur R™ par

Va>0, g(a:):/owf(t)dt.

1-1. Justifier que g est de classe C! sur R* et que la fonction v(f) est un élément de E.

1-2. On suppose que la fonction f tend vers une limite finie \ lorsque z tend vers +oo;
montrer qu'il en est de méme de la fonction ¢ ( f). Etudier la réciproque.

1-3. Que peut-on dire dans le cas o1 cette limite est égale a +00 ?
1-4. Onpose h(z) =xf(z), x >0.
1-4-1. Montrer que g — ¥ (g) = ¢¥(h).

1-4-2. En déduire que si f est intégrable sur [0, +oo[ alors ¢)(h) admet 0 comme limite en
+oo. Etudier la réciproque.

1-5. Montrer que si f est positive alors, 0 < ¢(v/f) < /¥ (f); dans quel cas y’a t-il égalité ?

. 2-1. Montrer que v est un endomorphisme de 1'espace vectoriel F.
2-2. Montrer que v est injectif.

2-3. L'endomorphisme ¢ est-il surjectif ?
. Soit A un réel non nul.
3-1. Déterminer les applications f de ]0, +0o[ dans R dérivables et vérifiant
Ve>0, Aef'(z)+(A—1)f(z)=0.
3-2. Pour quelles valeurs du réel X ces fonctions sont-elles prolongeables a droite en 0 ?

. 4-1. Est-ce que 0 est valeur propre de v ?

4-2. Montrer que si f € E est un vecteur propre de ) associé a une valeur propre p alors f est
une fonction dérivable sur |0, +oo].

4-3. Déterminer 1’ensemble des valeurs propres de ) et préciser pour chacune d’elles le sous-
espace propre associé.
Troisieme partie

. 1-1. Montrer quesi f et g sont deux éléments de E», leur produit f g est une fonction intégrable
sur RT.

1-2. Montrer alors que E; est un sous-espace vectoriel de E.

+oo
1-3. Montrer que l'application (f, g) — / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur Ej.
0

Dans la suite, ce produit scalaire se notera (.|.) et ||.|| désignera la norme associée.

. Soit f un élément de F> ; on note toujours g la fonction définie sur R par

Vo >0, g(x):/ozf(t)dt.




2-3.

2-4.
2-5.

. Calculer la limite en 01 de la fonction ¢ —

. Montrer que, pour tout réel b > 0, la fonction ¢ —

gt
2.

Q)

+2

est intégrable sur |0, b] et que

b b 2 b
[owrwa= [ S a- w2 [ roenoa
0 0 0

En déduire que, pour tout réel b > 0,

/Obw(f)g(t) dt <2 </Ob F2(t) dt)é </Ob¢(f)2(t) dt); :

Conclure que ¢(f) € Ey et que ||[¢(f)| <2 f]-

On note 13 'endomorphisme induit par ) sur Fs. Que peut-on alors dire de 13 en tant
qu’endomorphisme de 'espace vectoriel normé (E, ||.||) ?

. Soit f un élément de Es.

3-1.

3-2.

En utilisant la formule (1) montrer que la fonction = — z3(f)?(z) tend vers 0 lorsque =
tend vers +o0.

Montrer alors que (¢(f)[¢(f)) = 2(f|(f)).

. Soit f € F5 une fonction telle que ||1(f)| = 2||f||. Calculer ||1(f) — 2f||* et montrer que f est
la fonction nulle.

Quatrieme partie

. On considere un réel a > 0 et on note f, la fonction définie sur R* par f,(z) = e %, z > 0.
1-1. Montrer que la fonction f, € E» et calculer || f,||°.
1-2. Calculer ¢ (f,)(x) pour tout = > 0 puis donner les valeurs de (f,|1(f,)) et de Hw‘%“l‘) | .
. On considere la fonction f définie sur R™ par f(z) = . _li_ e 0
2-1. Calculer ¢(f)(x) pour tout = > 0.
2-2. Vérifier que f € E3 et montrer que (f|¢(f)) = /01 (ln(1t+ t) 111_1:75) dt.
2-3. Trouver une primitive de la fonction ¢+— ln(lt—l— ) + 11:l_tt puis calculer HT/}‘%‘)H

. Montrer plus généralement que si f € I est positive, décroissante et non nulle, alors

. 4-1. Montrer que 'application f +—

()l
v

[Kaell
171

est continue sur E> \ {0}.

4-2. En déduire que { loihll ¢ e R, \ {O}} est un intervalle contenu dans 0, 2[.

(AT




5. Dans cette question, on va montrer ces deux ensembles coincident.

5-1. Pour tout s €] — 1, —%[ on note f, la fonction définie sur R par
fs(0) =0, fs(t) =t° sit>1, et f,affine sur [0, 1].

5-1-1. Vérifier que fs € E» et calculer || f;||* en fonction de s puis en donner un équivalent

lorsque s tend vers —3.
5-1-2. Calculer ||¢)(fs)||? en fonction de s et en donner un un équivalent lorsque s tend vers
1
-1

5-1-3. En déduire que la borne supérieure de I’ensemble {W ; f€ B\ {0}} vaut 2.

5-2. Soit @ > 0; on note f la fonction définie sur R* par
ft) =t site0,1], et f(t) =t"*"1 site(l,+oof

5-2-1. Vérifier que f € Es et calculer || f||? en fonction de o
5-2-2. Calculer [[4(f)||* en fonction de « et en donner un équivalent au voisinage de +oo.

5-2-3. En déduire que la borne inférieure de I'ensemble {W i feEy\ {0}} est nulle.

Epreuve de Mathématiques I 4/4 FIN
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1)

a)

c)

Premieére partie
e—at__e—w
Au voisinage de 0 : On sait que ¢! = 1+t +0(t), donc — =
b—a+o(l) ~ b— a intégrable au voisinage de 0.

1 e—at__e—w
Au voisinage de +oo : On sait que e™® = o (?) , donc — =

1
0 (t_z) intégrable au voisinage de +o00.

I(a,b) = —1I(b,a), trés evident.
Posons : u = ta, donc :

400 —at _ —bt oo —u _ ,—tu b
f@,b):/ %dt:/ Ldu:f(l,_).
0 0 u a

—1 —xt
et —e _
(z,t) +— est continue sur
[1, +00[xR* en tant que somme, rapport de fonctions continue,
qui ne s’annule pas. En (z,0) on a : f(x,t) ~ z — 1 continue,
donc f est continue sur [1, +oco[xR.
D’autre part : pour z € [a,b] C [1,+oo[ on a :

i. L’application : f

ot _ -t o=t _ ot o=t _ bt
— | = ; < ; qui est continue,
intégrable sur ]0, +o00[, donc ¢ est continue sur [1,4o00].
0
ii. Pour = € [a,b] C [1,+o0[ on a : of | _ e~*t < e~ continue,
x

intégrable sur [0, +oo[. Donc ¢ est de classe C! sur [1, +o0[, avec

—+o00 . 1
/ p— -T dt pr— .
o' () /0 e "

iii. D’aés le raisonnement fait dans la question précédente, on a :

2)

1
¢'(z) = —, donc p(x) =Inz + K, or (1) =0, dout K =0 et
T
donc p(z) =Inx.
Sib>a,alorsz=2>1 donc I(a,b) =1(1,2)=¢ (%) =In(2).
Sib<a,alorsx=4%>1, donc :

I(a,b) = —I(b,a) = —I(1,%) = —p (%) = —In (%) =In(2).
Conclusion : I(a,b) =1In (2).
In(1+1¢)

Au voisinage de 0 : on sait que In(1+t) = t+o(t), d’'ou — 1
In(1+1¢)

e o

(=

Q|

intégrable au voisinage de 0, donc t +— est intégrable sur
10, 1].

(="
n+1’

Qp+1
G,

on a lim = 1, donc le rayon de

n—-+00
£ 6_1)n n
convergence de la série E —=x
n+1
n>0

Posons a, =

est égal a 1, dont la somme

In(1 + z)

est ————=, puisqu’il s’agit de son développement en série entiere.
x

(_1> 2"
n—+1

Pour z € [0, 1] fixé, on vérifie faciulement que la série Z

n>0

est une série alternée, donc vérifie le critere spécial, en prticulier
k

(1)
E+1

la majoration du reste par son 1lér terme, donc E

k>n
—1)"
S
n+1 -
par suite la convergence de la série sur [0, 1] est uniforme.

g donc le reste converge uniformément vers 0, et
n




1)

1+°0 i
/ t"dt D’aprés 2.2

+00o o
=> / D gy
v n—+1
Car la convergence est uniforme sur [0,1]
+0o n
¥
—~ (n+1)
- | - |

:;<2p+1>2 _p§<2p+2>2

d) / lnl—i—t
0

On divise la somme en deux n = 2p,n =2p+ 1

o 1
n2 2p Z()(210—|r2)2
n2 B
R 1 R |

Car = —
;@mz Z<>
T 1 &
=2 575222
n:ln 2p—1p
11
92 n?
:1+ +
X1 21
Car Z— = —
2 2
n:ln p—lp
12

Deuxiéme partie

a) g est de classe C!, en tant que primitive de f qui est continue.
On a () () = 22

Pour = # 0, le théoreme des accroissement finie, donc g(z) — g(0)

pour z > 0, donc ¢ est continue sur RY .

c)

zg'(c) avec ¢ compris entre 0 et x, d’ou ¢¥(f)(z) = f(c) — f(0) =
»(f)(0) car g(0) =0 et ¢’ = f continue, donc ¥ (f) est continue sur
R*, autrement dit ¢ (f) € E.

lim f(t) = A= Ve >0, JA > 0 tel que |f(t) — | <

t——+o0

A, donc pour x > A on a :

p(x) — Al = /f Hdt - Aa

/0 dt—/o )\dt'

/Wﬂw—ww

[ﬂﬂw—

=+ [ =sa < [ -va

A
/Iﬂﬂ—Mﬁ

1
X
1 A
T
x

vt >

A| dt

||—tH|}—tH|}—tH||—tH||—t

lim — =0
rx——+00 I
La réciproque est fausse, prenons pour contre-exemle la fonction

f(t) = cost, on a: ¥(f)(x) = sin

que lim cosx n’existe pas.

T——+00

— 0 quand * — 400, alors

lim f(t) =

t——+o00

donc

+oo = VB > 0, 3A > 0 tel que f(t) >

B
Z o> A
= !



d)

e)

1
o(f ; /f(tdt+/ f(t)dt)
21 K+ B( A))
T 2
_K z—AB
* L 2g +_AB B
>B car lim — + — ==
r—-+oco I X 2 2

Donc 1_1)13 P(f)(x) = 4o0.

i. Dans ¥ (h) on va utiliser une intégration par partie, en posant
u=x,v" = f,doncu' =1,0v=g,dou:

s =1 [T = (ool - [ ato)

~gle) = [ 9t = gta) = vig)a)

T

ii. f est intégrable sur [0,+oo], donc ¢(z) = f(t)dt admet

0
une limite finie en +oo, d’aprés la question 1.2) ¥ (h) ad-
met aussi la méme limite en +o0, or ¥)(h) = g — ¥(g), donc

1irJ1rf1 W(h)(z) = 0.

La réciproque n’est pas toujours vraie, prenons pour contre-

—x

exemple f(z) =

o1 1 [ 1
c - —, alors que ¥(h)(z) = —/ e tdt = —(1—e ™) — 0,
x x z Jo x

quand x — 4-00.

VI>0etz>0,donc (v f)(x /\/ t)dt > 0.

en utilisant 1’1negahte de Cauchy-schwarz pour 1 et

%/;\/ﬁdt < %\//Oxdt\//:f(t)dt

1

3 [ s =i

On aura égalité, s’il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-schwarz

, non intégrable au voisinage de 0, car
x

D’autre part :

V/f, on aura :

2)

3)

4)

pour 1 et /f, donc s’ils sont proportionnels, c’est a dire f est
constante.

Il est clair que ¥(f 4+ Ag) = ¥(f) + A(g), n’oubliez pas de le men-
tionner pour x = 0, donc v est linéaire.

D’autre part d’aprés 1.1) ¥(f) € E, Vf € E, donc ¢ est un endo-
morphisme de E.

fe Ker(zp) :>¢ )=0, Vx>0

:/f t)dt =0, Vx>0
= f(z)=0,Vzx >0
Donc 1 est inJectlve

D’aprés 1.1) on peut affirmer que ¢(f) est de classe C' sur R%, donc
toute fonction de E qui ne l'est pas ne peut pas étre de la forme
W(f), c’est a dire n’admet pas d’antécédant, donc 1) n’est pas sur-
jective. F'(z) = |xr — 1| est un exemple de fonction de E qui n’est
pas de classe C' sur R, car non dérivable en 1.

I1 s’agit d’une équation différentielle linéaire du 1ér ordre a
coéfficients non Constant dont la solution est :

/ tdt 1—X 1—X
= Ke =Kex "2 = Ko >,

f est prolongeable en 07 si et seulement si lim f(z) est finie

>0 si et seulement 550 < X < 1.

st et seulement si

0 ne peut pas étre une valeur propre de 9 car elle est injective.

Soit f € E non nulle telle que ¥(f) = uf, donc f = %w(f) car

p # 0 d’aprés 4.1). De plus d’aprés 1.1) on peut affirmer que ¢(f)
est de classe C* sur R, donc f aussi.

Soit A valeur propre de 9 et f vecteur propr associé, donc ¥(f)(z) =
A (z), d’ou / f(t)dt = Axf(z), en dérivant cette égalité on ob-

0
tient : )\xf’( ) (A—=1)f(x) =0, dont les solutions sont :
f(z) = Kz~ dérivables sur ]0, +oo[ pour tout A €]0, 1].

Troisieme partie



1)

a)

Pour tout segment [a,b] C RY, on a d’aprés l'inégalité de Cauchy-

[ sosos] = [ am ron
<M \/ [ P \// g ()t

Donc fg est intégrable sur R™

Schwarz :

Il est clair que l'application nulle est de carré intégrable, donc ap-
partient & Fs, d’autre part, soit (f, g) € Fa, A € R, alors :

(f +Xg)? = f2+2\fg + ¢° car f2, fg, g* sont toutes intégrables,
donc f 4+ Ag € E5 et par suite Fy est un sous-espace vectoriel de E.

+0o0o +0o0o
(f.9) = f(t)gt)dt = g@) f(t)dt = (g, f).
0 0
— Bilinéarité : (f + Ag,h) = (f,h) + A(g,h), car I'intégrale est
linéaire, d’ou la linéarité a gauche, a l'aide de la symétrie on
conclut la bilinéarité.%o

~ Positive : (f, f) = /0 F(8)dt > 0.

— Symétrie :

“+oo
— Définie : (f,f) = 0 = / fAt)dt = 0 = f? =0, car f?
0
continue positive, donc f = 0.
9°(t)

0, quand t — 07, car g et

. = 9OU(f)(t) — g(0)v(f)(0) =
Y(f) sont continues sur R et g(0) = 0.
)

20— (@) — ()0, auand ¢ — 0%, car () est
continue sur R*, donc ¢ — gt(t) est intégrable sur |0, b] car prolon-

geable par continuité en 0F.
b

b2
/ V(f)*(t)dt = /0 g (t)dt par définition de ¥(f),

pour l'autre egahte on va utiliser une intégration par parties, avec
O 92(t)7 v = t_2

D’autre part :

1
,doncu :29()g()etv:—¥,dou:

+2 t

0 0

t
£, [T,

g°(t)
t

_g?(t)}*’ (gt
t

t)dt D’aprés (1) :

/w dt<2/f

b
< 2\/ / f?(t)dt\/ / BP0t

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Shwarz.

/ W(f)?(t)dt = 0, c’est terminé, sinon on peut simplifier avec et
on obtient encore le résultat demandé.
d) Découle immédiatement de 2-4) en faisant tendre b vers +o0.

e) D’aprés 2-5) on peut conclure que 1, est 2-lipshitzienne, donc conti-
nue.

3) a)
b) Faire tendre b vers +o0o dans (1), en utilisant 3-1).

4) () =2fIF = (@(f) = 2f,&(f) = 2f)
(W(f),©(f)) =4 (), f) +4(f, f)

— [P = 46, £) + 41 f1?
— (), 1)+ SIFP Car s () = 2117
= 4@, )+ 2l (HIF Car s [lo(H)Il = 21l

=0 D’aprés 3-2)
Donc ¥(f) —2f = 0, ainsi si f # 0, on aurait 2 est une valeur propre de
1, impossible puisque les valeurs propres de ¢ sont les A €]0, 1].

Quatrieme partie



1)

2)

a)

f2(x) = €729 est, évidement intégrable sur RT, avec :

“+00
||fa||2:/ o200 gy — 1
0 2a’

Pour z # 0, on a : ¢(f,)(x) = %/01‘ e dt = ! _ai_ax
Pour x =0, on a : w( fa)(0) = f,(0) = 1.
Gatt) = [ wyts s
+oo —aw _ ,—2az
_ 2 /O %dx
= 1I(a, 2a)
na

= —— D’aprés 1-4 de la lere partie
a

2
(M) —satwit). i) Dapes 1
= 4a(f,,¥(f.)) D’aprés 3-2, 3eme partie
=4lna
Dbnﬂﬁyﬁ”:2¢ma
Pour x # 0, on a : ¢¥(f)(z) = %/Ow l—ll—tdt = ln(l‘;x).

Pour z =0, on a : ¢(f)(0) = f(0) = 1.

Au voisiange de 0 : f?(x) ~ 1
Au voisinage de +oo : f*(z) ~ —;, donc f? est intégrable sur R*
T

or f continue, donc f € Ej.

3)
4)

—+00

sy = [ rounma
B /+°° In(1+ 1)
K (t1(1 t)t) 99 In(1 4 4)
+ *In(1 +
:/0 lt((1+t))dt /1 175213” dt
"In(1 +¢ Un (2 1
:/0 t(1+t)dt+/0 T+ u du Avec:u:g
_ (Y@t In(F)
—/0 (t(1+t) 1 dt  On remplace u par t
B /1 (14t)In(1+1t) — tlntdt
B 0, t(1+1)
:/ (ln(l—l—t) _ Int )dt
0 t 1+1¢
¢) (Intln(1+1)) = ln(1t+ ) + 11I_l|_tt’ donc IntIn(1+t¢) est une primi-

tive de In(1+1) N Int

t 1+t'1
Calculons d’abord : / —
0
(1 +¢ L Int
/ Mdt :[lntln(l—i—t)]é—/ n dt
0 0

t 1+1¢
Intégration par parties avec :

1
u=In(1+1¢t) v ==
t
I 1
1+t
/1 Int
= — dt
o 1+t

Car au voisinage de 0% :

v=1Int

Intln(l+¢) ~tlnt — 0

a) les application f +— ||f|| et f — ¥(f) sont continue, or f # 0,
()]
|1f1]

et rapport d’applications continues.

donc 'application f +— est continue en tant que composée



b) {Hlﬁ%iu tel que f € EQ_O} est un connexe dans R en tant

qu’image d’un connexe par une application continue, d’autre part :

()|
O

2-4) 3eme partie, donc c¢’est un intervalle contenu dans 0, 2[.

< 2, puisque ¥(f) est injective et d’aprés la question

i. L’application f est définie ainsi :

) =t si:0<t<a
=—a'(t—a—-1) si:a<t<a+1
=0 si:t>a+1

f? est intégrable car son intégrale sur RT est égale & celui sur

a a+1
[0,a+ 1], avec : || f]? :/ tzsdt—aQS/ (t —a—1)%dt

0 a
a2s+1 CL2S a28+1

T 2s+1 3 25t
ii. D’abord pour 0 <z < a, on a :

1 X 1 X S
:—/ ftdt:—/ t#5dt = —~— car :
s+1

2s+1>0:>s>——:>s+1>oz>hmx+ =0.

D’autre part : oo
+o00 a
Wl = vP@ds = [P -
0 0
/a 1,23 d B a2s+1 B 2(12S+1 1 -
0 (5+1) (s 1)2(25+1)  (s+1)(2s+1)2(s+1) —
2(128

car 2(s +1) =2s +2 > 1.

(s+1)(2s+1)

iii. D’aprés les deux questions précedentes, en faisant tendre a vers

2
WY

|11l s+1
1 > 0, donc pour s > —%, en faisant tendre s vers —%, on

obtient : sup (M) > 4, d’ou : sup <||¢( )H) 2, or

[Falk 1nal
o : , (I s et
d’aprés la question 4.2) on a : sup < 2, d’ou I'égalité.

1nl

400, on aura : sup < Vs € R tel que 25 +

b)

1
i. Au voisinage de +o0o on a : f2(t) = 2at2 est bien intégrable

car 2a+ 2 > 1, avec :

400 1 400
o 1
e = [ = i [
0 0 1
1 1 2

"%+l 2atl 2arl

ii. Déterminons d’abord ¢(f)(z) pour > 0.
lér cas : 0 <z <1, alors :

1 T 1 xT o
:—/ f(t)dt:—/tadt: o
z Jo z Jo a+1

2¢me cas : & > 1, alors
(/ f(t)dt+/ f(t)dt)
1

1
x
1
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iii. D’aprés les deux questions précedentes, on aura

IBHIZY _ 2020+ 1)
mf( ik )S o2

pour « > 0 assez grand, quand



o« — 400, on obtient inf

tion 4.2) on a : inf (

(O
inl

(I

7) < 0, or d’aprés la ques-

17
) > 0, d’olt I'égalité.

Fin.




