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Exercice 1.

e
Dans tout V'exercice, I est le segment [0, 1] et f la fonction définie sur I par : z — { f :i i fg :
On considére la suite de fonctions (f,)nen définies sur I par :

o vVrel folz)=1

0 siz=0
o VneN Veel, f(z)= (_1)n(g;]n(:1;))” sinon
n!

1. Montrer que f et toutes les fonctions f,, sont continues sur I.

2. On considére la série de fonctions Z -
n>0
Démontrer que cette série de fonctions converge simplement sur I vers une fonction que 'on déterminera.

3. Etudier les variations de la fonction ¢ continue sur I, définie pour tout t €]0,1] par ¢(t) = tIn(t).

4. Représenter graphiquement la fonction ¢ sur I en précisant les tangentes aux bornes.
5. Démontrer que la série de fonctions Z fn converge normalement sur /.
n>0

400
6. On pose pour tout réel x et lorsque cela est possible ['(z) = / = Le~tdt,
0

6.1. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction I'.
6.2. Soit n € N. Calculer I'(n +1).

1
7. Soit n € N*. Calculer I'intégrale J,, = / fult)dt.
0

On pourra effectuer le changement de variable u = —In(t).
1 +00

8. On pose J = / f(t)dt. Montrer que l'on a : J = Zn‘”.
0 n=1

9. Trouver un rang 1 pour lequel la somme partielle d’ordre 1 sera une valeur approchée de J & 1075 prés.
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Exercice 2

Int
t2 -1 1
Q1. Soit k € N. Justifier I'existence puis calculer l'intégrale [, = j t2% Int dt.
0

On note f la fonction définie sur ]0,1[ par: f(t) =

1 2
Q2. Justifier que la fonction f est intégrable sur ]0,1[, puis démontrer que : j fO)dt = n_
8
0

+00

On pourra utiliser librement que : Z 1 _ T

nz 6
n=1

Exercice 3

+0oo

On note ¢ la fonction zéta de Riemann définie sur ]1, +-oo[ par : {(x) = e

n=1
Partie II - Généralités sur la fonction zéta
Pour tout n € N*, on note f;, la fonction définie sur |1, +oo[ par :

1
fn(x) = E

. . L. Inn
Q9. Pour tout a > 1 réel, démontrer que la série Z—a converge.
n

Q10. Démontrer que la fonction { est de classe C! sur |1, +oo[, puis qu’elle est décroissante.

Q11. La série de fonctions Z f,, converge-t-elle uniformément sur |1, +oo[ ?

Q12. Déterminer la limite de ¢ en +oo.

Q13. Soit x > 1. On pose :

tx

I(x) = f:wE .

Démontrer que :
I(x) <{(x) <I(x)+1.

En déduire un équivalent de { au voisinage de 1.

Q14. Un premier lien avec l'arithmétique : pour tout n € N*, on note d,, le nombre de diviseurs de
1

l'entier n. On pose A = N* X N* et on prend x > 1. Justifier que la famille ( X) est
@b/ (a,p)ea
sommable et que sa somme vaut {(x)?. En déduire que :
+00
d
2 _ n
*(x) = r
n=1
On pourra considérer la réunion U, ey A, ou A, = {(a,b) € A, ab = n}.
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1 Exercice I Un corrigé E3A MP 2021 Mathématiques

1. frx—e™® In(z) est continue sur 10, 1] comme produit et composition de fonctions continues et, pour

n > 0, les f,, sont continues sur |0, 1] comme produit de fonctions continues.
De plus, d’apres les croissances comparées, pour n > 0

—1)"
li = lim e ®@ =1=f(0) et Ili — tim T @) = 0 = £.(0
A S =l e fO) ev lim, fnle) = B, S (@) =0=12(0)
Donc f et les f, pour n > 0 sont continues en 0. Enfin, fy est constante donc continue donc
‘ f est continue sur I et Vn € N, f,, est continue sur [ ‘

| n
2. Notons que, Vz € I\{0}, Z fnlx) = Z M est la série entiere de ’exponentielle en —z In(x).
n!

Comme ’exponentielle est développable en série entiere sur IR, Z fn(x) est convergente et

400
3 falz) = e = f(a).
n=0

+oo
Si =0, fn(0) converge car f(0) =0sin>0et Y _ f,(0) = fo(0) = 1= £(0).

n=0
“+o00
Donc n converge simplement sur I et n = fsurl|
g
n=0

3. ¢ est dérivable comme produit de fonctions dérivables et ¢'(t) = In(t) + 1 donc ¢/(t) < 0sit € |0, 1]

et ¢'(t) > 0sit e [é, 1]. Ce qui donne le tableau de variation suivant : 0 0

p(z) N ) V

e

4. lim+ ¢'(t) = —oo donc la tangente en 0 est d’équation z = 0 et ¢/(1) = 1 donc la tangente en 1 est
t—0
d’équation y = x — 1. d’ou le graphique :

Yy

1
T e

0

-1l

e

5. Comme f, s’annule en 0, que sur |0, 1] f,, = " et que d’apres la question 3., Ny (¢) = — alors
n! e
1
Noo (fn) = nle™’



1 , .. N ) . 1
Or E —, converge car ¢ est la série entiere de ’exponentielle en — donc
nle e

g fn converge normalement sur [ |.

6. 1. Notons g, : t — t* et
— gz est continue par morceaux sur IR’ comme produit et composition de fonctions fonctions

continues par morceaux.
1
— lim t?¢,(t) = 0 par croissances comparées donc t)y= o — | et comme, d’apres les
Jim_ £2,(t) = 0 p b =0 () d'ap
intégrales de Riemann ¢ — 2 est intégrable en 400 alors, d’apres le théoreme de comparaison,

gz est intégrable en +o0.

_ ) ~
9s )t—>0+ ti-=
seulement si x > 0. Donc, d’apres le théoréme de comparaison, g, est intégrable en 07 si et
seulement si x > 0.
Donc | I' est définie sur IR |.
6.2 Posons P, : I'(n + 1) = nl.

—+o00

— I'(1) = / e tdt = [—e7"] T2 — 1 donc Py est vraie.
0

1
et, d’apres les intégrales de Riemann ¢ — e est intégrable en 0T si et

0
— Supposons P, vrai. En procédant par intégration par parties (les fonctions concernées sont de
classe Ct), pour = > 0

{ u =ttt { u = (n+1)t"

v = et

x €T
/ t"letdt = [—t”+1e_t]g +(n+1) / t"eldt
0 0

€T
—z" e ™ 4 (n41) / t"etdt
0

En faisant tendre x vers 400, d’apres les croissances comparées et en utilisant P,,, on obtient
F'n+2)=mn+1)I'(n+1)=(n+1)n! = (n+1)! donc P,41 est vraie.
Donc, par récurrence, ‘Vn eN,I'(n+1)=n! ‘

= —1In(¢
7. Avec le changement de variable { Zu _ Iclhg ) qui est de classe C! et strictement décroissant,
-t
1 (_1)n 1 (_1)n+1 1 dt
t)dt = tin(t)"dt = ~—— [ t"TIn"(t) [ —=
[ i =8 o) o [ (<)
_1\n+1 0
_ ( 1)'71 / ef(nJrl)U(_u)ndu
n- +w
1 [T
= 5 ue” Yy,
n. Jo
. v=(n+1)u . 1 : .
Avec le changement de variable dv = (n+ 1)du qui est de classe C* et strictement croissant, on
obtient :
1 +00 +oo n
1 1 v dv 1
tydt = — ne(Hugy — — v = T(n+1
/0 falt) n! Jo “e - 0 (n+1)”6 n+1 nl(n+4 1)+t (n+1)
D d’apres 1 ti Scédente, | Vn € IN*, J, L
n r ion pr n =\
onc d’apres la question précédente, | Vn I = e
8. — D’apres la question 1., les f,, sont continues donc continues par morceaux sur le segment [0, 1]

donc intégrables sur I.



— D’apres la question 2., > f,, converge simplement vers f qui, d’apres la question 1, est continue
donc continue par morceaux sur I.

1 1
1
— d’apres la question 7, si n € N*, /0 | fr(t)|dt = /0 fn(t)dt = r T et
1 1 1
/ o) dt = / 1dt =1 = 1. Done Z/ )l =3 .
0 0 0 n>1
. 2 —n “n 1 s - . 1
Or lim n“n ™" =0doncn ™" = o — ). Comme, d’apres les séries de Riemann, Z — est
n—-+00 n—-+00 n2 n2

n>1

1
convergente alors, d’apres le théoreme de comparaison, Z / | fn(t)|dt = Z n~ " Pest aussi.
0 n>1
Donc d’apres le théoreme d’intégration terme a terme, f est intégrable sur I et

1 +o00 1 +o00
J:/O f(t)znzzo/o ot = 3|

9. Notons que Vn > ng, 0 <n~ " < (ng+ 1)™" donc, d’apres la somme d’une série géométrique,

oo +00 ) .
02 55 e 3N o= g a e L
n=no+1 n=ng+1 1-— o1 (no + 1)”0n0

Avec ng = 9, le reste est inférieur & 9.1072 donc & 1075 donc

la somme partielle d’ordre 9 est une valeur approchée & 107% de J |.

Avec la calculette on trouve ng = 7 est le plus petit ng possible, mais elle n’était pas autorisée ici.



CCINP Mathématiques 1 MP 2021 : un corrigé

Exercice 2 Jérémy Larochette — Lycée Carnot — Dijon

Q1.

Q2.

1
Soit k € N et fi : t €]0,1] = t2*Int. C’est une fonction continue sur ]0,1] et |f.(t)| = - (\/{t) car
t—0

t2k+1/21nt —— 0 par croissances comparées.
t—0+

1 1
Or t — — est intégrable sur |0, 1] (intégrale de Riemann avec 5 < 1), donc par comparaison de fonction

Vi

positives, [fk est intégrable sur ]0, 1]]

t2k+1
2k+1

1 2k+1 ! 1 2%k+1
t 1 € Ine 1
*Intdt = |——Int| — 2k qp — _ _ 1 2k
/E . {2k+1 ”L 2k+1/€ 2% + 1 (2k+1)2( <)

1
1
Donc, en faisant tendre ¢ vers 0 et par croissances comparées, [/ t?* Intdt = —(%_'_1)2}
0

Puis, par intégration par parties, avec € > 0, t — et In étant de classe C! sur ]0, 1],

1
f est continue et positive sur 0, 1] et, de nouveau, f(t) = o () car Vtf(t) ~ +/tlnt —— 0 donc par
t—0+t \/i t—0t t—0t

comparaison de fonctions positives, f est intégrable sur |0, %]

In(1 t—1 1 1
Puis f(t) = W Nl =1 =5 donc f(t) ? 3 donc f est prolongeable par continuité en 1
donc intégrable sur [, 1[.

Finalement, [f est intégrable sur |0, 1[}

1 +oo 1 +oo
Puis, pour ¢ €]0,1], t* €] — 1, 1[d0nc thk dou/ 7@ / Zt%lntdt: / ka
0 k=0

k=0 k=0

Justifions l'interversion série intégrale par le théoréme de convergence Ny :
H1. La série de fonction Z fr converge simplement vers — f qui est continue sur |0, 1[.

H2. Pour tout k& € IN, f; est intégrable sur |0, 1] d’aprés la question Q1 car négative et d’intégrale convergente.

1 1

1
1 1
H3. Avec Q1, pour tout k € IN, /0 |fx(t)| dt = W ~ gz avec Z e convergente en tant que série de

Riemann avec 2 > 1, donc par comparaison de séries & termes généraux positifs, Z / | fx(t)| dt converge.
0

1 +oo
On a alors / f@)dt = Z W (qui est positif, ce qui est rassurant).

1 2N+1 2N+l N
0 N € NN, — — - —, d faisant tendre N
r, si Z CTESIE 2 n2 2 ; p 47;0”2, onc en faisant tendre N vers +oo,

2

/ f(t) =1 Z 1 et finalement /01 fit)dt = %



Exercice 2
Partie 11

. Inn 1 . Inn
Q9. Soit a > 1 et v €]1,a[. Comme 0 < — = o <7> car, par croissances comparées, - 0, et comme
n n n

la série de Riemann de terme général — converge, par comparaison de séries 4 termes généraux positifs,
n
Inn
E —— converge.
na

Q10. H1. Pour tout n € IN*, f,, : x + e~ est de classe C! sur |1, +ool, et f : x> —

Inn

nt

H2. Z fn converge simplement sur |1, +oo[ comme série de Riemann convergente.

Inn Inn

< —— qui est un terme général de série convergente d’aprés la
n* ne

H3. Soit a > 1. Pour tout = > a, |f}(x)| =

question précédente, indépendant de x.

Donc E /), converge normalement donc uniformément sur tout [a, +o0o[ avec a > 1.

Ainsi, par théoréme de transfert de classe C!, [C est de classe C* sur |1, —&—oo[] et (' :x— —




Q11.

Q12.

Q13.

Q14.

Si Z fn convergeait uniformément sur |1, +oo[, le théoréme de la double limite s’appliquerait au voisinage de 1

1
et en particulier Z liI_El fn= Z — convergerait ce qui est contradictoire.
1 n

[Z fn ne converge pas uniformément sur |1, —|—oo[]

1 1
Par contre Z fn converge normalement donc uniformément sur tout [2, +-oo[ car si @ > 2, [fu(7)] = — < —
n n
terme général de série convergente indépendant de z.
1 sin=1
Le théoréme de la double limite peut donc S’appliquer, avec f,(x) —— 0,1 = i donc
T—00 0 sinon
+oo
— On1 = 1.
C( ) 00 ‘ n,l
n—

1
Soit z > 1. g, : t — s est continue et décroissante sur [1,+oo[, ce qui permet de faire une comparaison série

1 n® \ 1 t*

=1

intégrale. Pour N € IN, on a

3

En faisant tendre N vers +oo l'intégrale de Riemann I(z) étant bien convergente avec x > 1, [I(m) <(C(z) < I(x) + 1.]

1 e 1 1
=l = — < < — < — < -
Or I(x) {(—x—i—l)tx—l]l m_l,donc po < ((z) < po +letl<(xz—1)¢(z) <14 (z—1) donc

(x — 1)¢(x) —7 1 par encadrement et enfin {C(m) ~ ! j

z—1 z—1+t x — 1

Il y a une imprécision dans I’énoncé : d,, désigne manifestement le nombre de diviseurs positifs de n.

1 1 1 1
— =|—x—= est une « suite double produit » car les séries Z — et
(ab)® (a,b)eA a® b (a,b)eA a®

) > a€IN*

1
Z 5 sont absolument convergentes (les termes sont positifs) de somme le produit des sommes, c’est-a-dire
beIN*

[de somme ( (x)2j En effet, les termes sont positifs, pour tout a € IN*, Z (ab)" converge vers et Z C
belN* aclN*

converge vers ((z)2.

On pose A, = {(a,b) € A, ab=n}, et alors et les [An sont deux a deux disjoints.j
nelN*

Donc, par sommabilité et théoréme de sommation par paquet, on peut écrire, la série étant convergente

> o T a2 T o) -2k
(a,b)eA (ab)z _n:1 (a,b)eA, (ab)z _71:1 (a,b)eA, nt ] n=1 ne

Or |A,| = |{(a,b) € N2, n=ab}| = H(a, g) avec a diviseur positif de n}‘ =d,.

Finalement, | ((z)? =



