PREPAS ELBILIA EXERCICES My Ismail Mamouni|

PrépasMP [http ://myismail.net}

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
Partie 2 : I'orthogonalité

2.1 : le sev orthogonal

1
Soit F = C(]0,1]) muni du produit scalaire : (f | g) = / fg(t)dt, et
t

Exo
1| F={r e E tel que f(0) =0}
1) . Montrer que F+ = {0}. Indication : xf € F, Vf € E.
2) En déduire que F + F- # E
Exo | Soit E un espace préhilbertien, et A et B deux parties de E. Démontrer les relations
2 suivantes :
1. ACB = B' c A.
2. (AuB)* =A'nBL
3. A" = vect(4)*;
4. vect(A) Cc A,
5. On suppose de plus que E est de dimension finie. Démontrer que vect(A4) = A'*.
EXO3 Soit E un espace vectoriel euclidien et z,y deux éléments de E. Montrer que z et y sont
orthogonaux si et seulement si ||z + Ay|| > |z| pour tout \ € R.
Exo | R,IX] est muni du produit scalaire défini a I'exercice (1)
4| Montrer qu’il existe une base orthonormée (Py,...,P,) de R, [X] telle que degPy. = k.
Exo ) Soit E un espace préhilbertien, et (ey,...,e,) une famille de n vecteurs de E de norme 1 tels
5| que, pour toutz € F, on a n
[2]* = (x, ex)’.
k=1
Démontrer que E est de dimension n et que (ey,...,e,) est une base orthonormale de E.
Exo | On définit ¢ :.#,[R)* - Rpar V(A B)e.#,(R)?, ¢(AB)=Ti(A'B).
6

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur ., (R).

2. Montrer que F = {M € .#,(R) | Tr(M) = 0} est un sous-espace vectoriel de I'es-
pace vectoriel .#,, (R). Préciser sa dimension.

3. Déterminer F-L.
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2.2 : les projecteurs orthogonaux

Exo | Soit E = R® muni de sa structure euclidienne canonique. Soit p € £(E) dont la matrice dans

7| la base canonique est . 5 _9 1
A== -2 2 2

6
1 2 5

Démontrer que p est une projection orthogonale sur un plan dont on précisera I'équation.
Déterminer la distance de (1,1,1) a ce plan.

Exo Soit E = R3[X] muni du produit scalaire suivant :

(a(] + a]_X + G2X2 + a3X3, b(] + le + b2X2 + b3X3) = aobo + albl + a2b2 + 0,3b3.
On pose H I'hyperplan H = {P ¢ E; P(1) = 0}.

1. Déterminer une base de H.
2. Déterminer une base orthonormale de H.

3. En déduire la projection orthogonale de X sur H, puis la distance de X a H.

Exo Soient E un espace vectoriel euclidien, et p,q € L(E) deux projecteurs orthogonaux.
9 Démontrer I'équivalence entre :

1. Im(p) C Im(q);
2. Pourtout z € E, ||p(z)| < [lq(=)]|-

Fxo | Soient F,G deux sous-espaces de E tels que F' L GG. On note sr et sg les symtries
10 orthogonales de bases I’ et G.
Montrer que sp o sg = $G © SF = S(FaqG)L-

Exo | Soient F', G deux sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E tels que
11 FL 1 G*. On note pr et pg les projections orthogonales sur F et sur G. Montrer
que pp +pc — prnc = idg et pr ope = pG ° pr = prnc-

Fxo ) Soit E = R* muni de son produit scalaire canonique et de la base canonique
1218 = (e1,€2,e3,e4). On considére G le sous-espace vectoriel défini par les équations

1 +xs = 0
T3 t+xTy = 0.
1. Déterminer une base orthonormale de G.

2. Déterminer la matrice dans B de la projection orthogonale p¢g sur G.
3. Soit z = (x1,®2, z3,x4) Un élément de E. Déterminer la distance de z a G.

Exo | Soient p et g deux projecteurs orthogonaux d'un espace euclidien E.

13

Montrer que: pog=0<4<=gop =0.

Exo Soit u un vecteur unitaire de matrice U dans une base orthonormée B.

14

Montrer que U'U est la matrice dans B de la projection orthogorale sur Vect(u).
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2.3 : Distance a un sev

Exo Dans IR° muni de sa structure euclidienne canonique, soit F le sous-espace vectoriel d’équations :
15
X1 +2x) —x34+3x4+x5 = 0
Xo 4+ x5 — 2x4 + 2X5 = 0
2x1 + xo — bxz — 4x;5 = 0
Exo Déterminer F-, puis la matrice de la projection orthogonale sur F.
16 Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, soit P le sous-espace vectoriel d’équations :
X1+xp+x3+x4 = 0
X1 —2x2 + x3 = 0

Soit u = (a,b,c,d) un vecteur de R*. Déterminer en fonction de 4,b, ¢ et d la distance de u a P.

My,(R) — R

Exo | Pour A= (a;) € Mu(R),onnote: fa:q g_ (sif) — i i (a — Sz‘j)z .
17 i—1j=1

Déterminer le minimum de f4 sur S,(IR), et la matrice S réalisant ce minimum.

7T

E}iOS Déterminer (a,b,c,d) € R* tels que /7 (sinx — ax® — bx? — cx — d)? dx

soit minimum, et calculer ce minimum.

NIy

n ) n ) n

Exo | Onmunit E = R,[X] du produit scalaire : pour P =) ;X' et Q =) b;X', (P|Q) =) _a;b;.

19 i=0 i=0 i=0
Soit H= {P € E | P(1) = 0} . Trouver une base orthonormale de H, puis calculer d(X, H).

1 2 3 1
EEOO Soient A = } 2 } et B= g
3 21 4

Calculer min ||[AX — B|| et déterminer les X
XEM3[1(]R)

réalisant ce minimum (||| désigne la norme euclidienne canonique dans R*).

Exo ] On munit R® du produit scalaire canonique.

21] 1. Déterminerla projection orthogonale sur H d’équation x -2y +z =0.

2. Calculer la distance de (a, b, ¢) € R3 au plan H.

Exo | Dans R? muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la distance
22| de M(3,4,5) au plan P d'équation 2z +y — z+ 2 = 0.

1
E)éo?) Calculer inf{ / t?(Int — at — b)*dt, (a,b) € R2}.
0
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Exo

24

Exo
25

Exo
26

. Calcul de minimums.

Justifier ’existence des minimus des fonctions réelles suivantes et préciser comment
les calculer.

1) f: RZ2 — R
(a,b) +—— / (sinz — az? — bx)? d.
0
e 20 320 240 12w 8 160 1280
eponse.a—g_?, —?_ﬁ,mln—g_; ?_ 71'5.
2) ¢ R — R
1
(T1,...,Tpn) +—— / (1 4tz + -+ t"x,)? dt
0
Ré . 1
éponse : min = —.
P 16
3) R* — R

—+o0
(X1, yTp) — / e t(1 4 twy + -+ t"w,)?dt
0

1
Ré T -,
éponse 1

On pose E =C'([0;1],R) et Vf, g € E,(f,g) = /0 f(t)g(t)dt +/O (g (t)dt.

(a) Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur E.
(b) Onpose V={feE|f(0)=f(1)=0}et W={f€E|festC’et f' = f}.

Montrer que V et W sont supplémentaires et orthogonaux.
Exprimer la projection orthogonale sur W.

(c) Soient o, B € R et Eap={f € E|f(0)=aet f(1)=p}.

inf
€Ea,p

Calculer

/0 (f(£)? + f'(t)?) dt.

On définit une application ¢: R[X] x R[X] — R par

+oo
o(P,Q) = /0 P)Q(t)e™ dt.

(a) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].
(b) Calculer p(XP, X9).

(c) Déterminer




