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Feuille d’exercices:

Séries Entieres

Partiel : LesMust To Do

Blague du jour :
Bonjour, vous avez rejoint la messagerie vocale d’aide psychiatrique.

- Si vous tes dépressif, le numéro sur lequel vous appuierez est sans importance, personne ne répondra.
- Si vous étes un compulsif & la répétition, raccrochez et recomposez.
- Si vous étes un agressif-passif, mettez-nous en attente.
- Si vous étes antisocial, arrachez le téléphone du mur.
- Si vous avez des difficultés d’attention, ne vous occupez pas des instructions.

Mathématicien du jour

Brook Taylor (1685-1731) est un éclectique homme de sciences anglais . Il s’intéressa
aux mathématiques, a la musique, la peinture et la philosophie. Il ajouta aux ma-
thématiques une nouvelle branche appelée « calcul de différences finies », inventa
Iintégration par partie, et découvrit les séries appelées « développement de Taylor ».

Taylor

1 Séries Entiéres

1)

2)

3)

4)

5)

6)

1iri1 an =L #0.
Indication: R = 1.

(an) est périodique non
nulle.
Indication: R =1.

Ay, = ZdQ.

d|n
Indication: R = 1.
n’ﬂ
ap = —.
n!

1
Indication: R = —.
e

a2y = a", on41 = b",

0<a<b.
1

Indication: R = —.

Vb
a2 =n!, ar =0 si Vk ¢
N.

7)
8)

9)

10)

11)

12)

Indication: R =1.
an = (Inn)=nn,
Indication: R =1.
a, = eV,
Indication: R =1.
_147...(3n—2)
" n! ’

Indication: R = %

o — 1

Indication: R = 1.
In|

1 1

an = (1+—+---+—)
2 n

Indication: R = 1.

Up42 = 2an+1 + an,

ag = a1 = 1.

Indication: R = v/2—1.

Exercice 1 Trouver le rayon de convergence de la série entiére Zanz” :

13)

14)

15)

16)

17)

an = C,.

Indication: R =
(k _ 1)k—1

k* '
ay = eMtD? _ e(n=1?,

Indication: R = 0.

.1
an:/ (14 t*)™dt.
t=0

1
Indication: R = 3
20 <142 <2.
an = {l/__ "*xl/n—i—l.
Indication: R = 1,
Inn
W E
cosnb
ap = ———.
Vit (-1

Indication: R = 1.
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Exercice 2 Exercices d’oral.
1) Oral Mines MP 2003 : Quel est le rayon de convergence de la série entiére :

= 2k
Zcosk(T7T —l—a)xk ot €R?
k=0

2k
Indication: La suite (COS(T7T + a))k u est périodique de période 5, donc prend au plus
€

1
cing valeurs distinctes. soit a celle de plus grande valeur absolue. Montrer que R = ﬂ
a
o0 In
2) Ensi MP 2003 : Rayon de convergence R de la série entiére Z —— et étude pour
n=1 oo
k=1

r = +R.

n

Indication: Trouver un équivalent simple de Z ke
k=1

‘Exercice 3 Soit > anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Déterminer les rayons
de convergence des séries :

2 .n an nla, .
1) Yaze 2) ¥ 3) ¥ M,
Indication: R' = R?. Indication: R = co. Indication: R' = eR.

E:(ercice 4 On suppose que les séries > agn,z™ et > as,i12™ ont pour rayons de convergence R
et R'. Montrer que le rayon de convergence de " a,z" est égal & min(vR,VR').

x(1— :v))4"'

Exercice 5 Pourn € N et x € R on pose u, () = (

2
o0
1) Montrer que | —1,2][ est le domaine de convergence de la série Z Up(2).
n=0
2) On développe uy, () par la formule du bindme : uy,(z) = Z arz®. (en convenant que
An<k<2.4n

les ay, non définis valent zéro).

Montrer que pour 0 < k < 4™ on a |ag| < 04:/2 / 24" quec égalité pour k = 4™ /2.

En déduire que le rayon de convergence de la série entiére Z apx® est égal 1

k>1
Que doit-on retenir de cet exercice
‘Exercice 6 Développer en série entiére les fonctions suivantes :

1) In(1+z+2?%). Indication: Dériver en éléments simples.
Indication: In(1 + = + 4) “2;2 1—2
2?) = In(1—2%)—In(1-z) -zt —z+1 6) — 22

> 2n+5+3(—12’H25C z%)

2) (z—1)In(z? — 5z +6). Indication: Z — 1 dication: Intégrer.
Indication: Factoriser : n=0 s [T s
22 — 5z +6. 5) ot 7) e / e dt.

1+x—223" 0
3) xzln(x+ Va2 +1). Indication: Décomposer Indication: Dériver
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‘Exercice 7 Développement en série entiére de ((1+x) —1/z

1) Vérifier que pour x € ]0,4+o00[ on a : ((1 +z) — é = Z(L - l(i - #)w))
n=1

P (k) WP (k+1)

ey p+1

2) Pour p e N on pose v, = klim
— 400

de ~y, et montrer que |v,| < (p/e)?.

(77

) . Justifier Uexistence

1 o= (-1p
3) Montrer alors que pour x € ]0,1[ on a : ((1 +z) — — = g %z”.
x p!
p=0

Exercice 8 Calculer les sommes des séries suivantes :

00 n 00 ) e 5,
x nsin®(nh) n°x
1 . 6 _ . 10 .
oo Indication: 1 - Indication: (x + 1522 +
2) n?x™. _Scos20 —4 linéari- 2523 + 10zt + z°)e”.
,;0 (5 — 4 cos 20)? (tinéari s 4 )
2 ser). itk
Indication: u oo) 2 11) Z (3n)!”
1—1)3 n?+1 —o W)
( ) n n=0
7) Z " _
00 n+1 .. et +2e"/?%0s(21/3/2)
3.m n=0 Indication:
3) > nia" o 27 — 1 3 ’
n=0 Indication: ———= — (f" = f).
(1 + 4z + 2P) (1—a)
Indication: —————. 2In(1 —2) - n+1_mn
(1—a)t — 12) 210% x".
oo " & 2 n=
— S 1— vI—da]-2
4) Zo (n+1)(n+3) 8) Zo (2n)!" Indication: 5 \/1_gi_ L
n= n= xv1— 4z
Indication: 2(1 — 2%) In(l — x) dndiedtion:  cosh/x o | e
nacatton: U3 pour x > 0 et cos\/—x | 13) Z _|/ In"t¢.
(décomposer en éléments pour x < 0. oo ' J1
simples). © . 2 2 _ 4
o 9) Z s A\ny) ('nb‘) 22", Indication: ~
5) Z T cosh(na). n=o " ) o0 1 1
n x 7l
e o 1 Indication: 67 _ | 14) Z (1 Tt T g) z
Indication: —=In(1 — 22 cos 20 n=t In(1 - 2)
22 cosh a + (EQ). ¢ 5 COS(.CC2 sin 29) Indication: —ﬁ

Exercice 9 Produit de Cauchy.
1) Soit (cn) le produit de Cauchy de la suite (an) par la suite (by). Montrer que si les trois
séries Zam an et ch convergent vers A,B,C, alors C = AB
Indication: considérer les séries entiéres Zanz”, anz" et chz" puis utiliser le
principe de la continuité radiale.

2) Soit (c,) le produit de Cauchy de la suite (ay) par la suite (b,). On suppose que la série

o0
b
A(z) = Z anz" a un rayon R >0 et que lim —— = \ avec |\ < R.
o n—+00 bpyq
c
Montrer que lim — = A()).
n—-+00 Oy,
c b b s
Indication: = = ag + alﬂ + 4 an—O = Zakun,k puis appliquer le théoréme de

bn br, br,
convergence dominée.

k=0
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Exercice 10 Etude sur le cercle de convergence
oo
1
1) Pour x € R on pose f(z) = ) a"sin—.

a) Montrer que le rayon de convergence est égal @ 1.
b) Etudier la convergence de f pour x = +1.
¢) Montrer que lim 1~ f(z) = 4o0.

— T

2) Soit (an) et (by) deuz suites de réels strictement positifs telles que by, ~ a,. On suppose que
oo

le rayon de convergence de la série entiére A(zx) = Zanx” est 1 et que la série diverge

n=0
pour x = 1.

a) Montrer que lim A(x) = 4o0.
r—1-

b) On pose B(x) = anx”. Montrer que B(z) ~ A(z) pour z — 1.
n=0
Indication: Démonstration de type Césaro.

‘Exercice 11 Fonction de classe C* non DSE

Soit f(x) = Ze‘”“‘%m. Montrer que f est de classe C*° sur R mais n’est pas développable en
n=0
série entiére autour de O.OO

Indication: | (0)] = Z n?*e ™ > k?ke7k ot R = 0.
n=0

Exercice 12 Equations différentielles.

1) Montrer que l’équation 3zy’' 4+ (2—5x)y = = admet une solution développable en série entiére
autour de 0.

2) DSE de tan

a) En utilisant la relation : tan’ = 1 + tan®, montrer que tan(® =
n—1
Z CF | tan™® tan(—17k)
k=0

b) Montrer que la série de Taylor de tan en 0 converge absolument sur ] — /2, 7/2].

c) Soit f la somme de la série précédente. Montrer que f' = 1+ f? et en déduire que
f = tan.

d) Prouver que le rayon de convergence est exactement /2.

3) On pose f(x) =

arcsin x

V1—a2

a) Montrer que f admet un développement en série entiére au voisinage de 0 et préciser
le rayon de convergence.

b) Chercher une équation différentielle d’ordre 1 vérifie par f. En déduire les coefficients
du développement en série entiére de f.

¢) Donner le développement en série entiére de arcsin? z.

Exercice 13 On note T,, le nombre de partitions d’un ensemble n éléments.

n S Tn n
1) Montrer que Ty 41 = Z (Z) Ty.. On pose f(r) = Z T
n!
k=0 n=0

2) Préciser le rayon de convergence, puis calculer f'. En déduire que f(x) = ec 1,
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‘Exercice 14 Calcul d’intégrales.
Calculer les intégrales suivantes aprés avoir justifié leurs existences.

1) /O‘ttdt 3) /O‘ln(t)h;#dt.

2) n‘lln(t)ln(lft)dt 4) /“lwdt

‘Exercice 15 Fonction ¢
Z(x) =Y _¢(2n)a".

Pour |z| < 1 on pose :

x
Z@)=> >
pt—x
p=1
T
) —
1) Justifier minutieusement que Z(@—sz, +Z(p2 x)2
p=1 p>1
x 1
I A
N o=
P#q
3
2) Pour p fizé, montrer que - =—.
) Y1

q#p

3) En déduire que Z vérifie l'équation différentielle : 2x:7'(x) — 27Z%(x) + Z(x) = 32((2)

n—1

4) En déduire la relation de récurrence : ¥ n > 2, (n + Z( 2p)¢(2n — 2p).

2

5) Sachant que ((2) = %, en déduire ((4) et dire comment calculer {(2n), ¥Yn > 3.
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