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E ev de dimension n, B base de F, u endomorphisme de E et M matrice de u dans B.

Généralités

Diagonalisation

Trigonalisation

Stabilité

F stable par u: u(F') C F ou bien z € F' = u(x) € F

Endo induit: v g

si wov =wvou, alors kerv et Imv sont stables par u.

u admet une matrice diagonale par bloc < il existe
F; sev u-stablestq E=F, @& --- D F,

Définitions:

u est diagoonalisable < 3B’ une base de E tq
D = Mp/(u) diagonale, avec sp(u) = (d;i);

M est diagonalisable < 3T diagonale
semblable & M. Dans ce cas sp(M) = (dj);

Définitions:

u est trigonalisable < 3B’ une base de E tq
T = Mp/(u) triangulaire, avec sp(u) = (ti);
M est trigonalisable < 3T triangulaire
semblable & M. Dans ce cas sp(M) = (ti);

Polynéme en u:

Conditions nécessaires et suffisantes:

Théorémes généraux:

P(z) =Y. ap X* = P(u) =Y, apu®

(P +AQ)(u) = P(u) + AQ(u), (PQ)(u) = P(u) o Q(u)

Polynéme annulateur: P(u) =0

Polynéme minimal: 7, polynéome annulateur de degré
minimal qui divise tous les polynomes annulateurs

Décomposition des noyaux si P A Q =1 alors

ker(PQ)(u) = ker P(u) @ ker Q(u).

M diagoble, M = PDP~1 sp(M) = (dy);
Colonnes de P= Vecteurs propres de M
u admet une base propre

E =@E) ou A € sp(u)

dim E =3 dim E) o A € sp(u)

dim Ey = mult(\, xo,), VA € sp(u)

7, scindé a racines simples

u admet un poly. scindé a racines simples

u diagoble <

tteeee

Idéal de K[X]:Z C K[X]tq 0 € Z,

Conditions nécessaires

PQelI=P-QelTetPeZ,QeKX]|=>=P-QecZ
Idéal principal engendré par P: (P) = {multiple de P}
Thm1: Tout idéal de K[X] non nul est principal
engendré par un unique poly. unitaire.
Thm2: 'ensemble des poly. annulateurs de u est idéal
non nul engendré par 7.

Eléments propres: u(x) =Xz, ¢ #0

Valeur propre: \. Spectre: spgx(u) = {\, A € K}
Vecteur propre: x. sev propre: F), = ker(u — Aid)
Polynéme caractéristique: x,(X) := det(u — Aid)

u diagoble = u trigoble < x,, scindé < m, scindé

Conditions suffisantes

Xu scindé a rac. simpl < 7, scindé a rac. simpl
= u diagoble

Rmgq: u diagoble et F' u-stable = u|r diagoble.

Theéemes Classiques:

Théorémes Généraux:

Thl: A € sp(u) & Ey # 0 < ker(u— Aid) # 0

< 4 — Aid non inversible < x, (A) = det(u — Aid) =0
Th2: Si F' u-stable alors x,,r divise xu, 7, divise m,
Th3: degx, =n,co(xu) = (1)
Xu(X) = (=1)"X" + (=1)" I Tr(u) X2~ + - - + det(u)
Cayley-Hamilton: x,(u) = 0,m, divise Y., degm, <n

Interprétation matricielle:

P(M):ZakX’“,P(M):0<:>P(u):0,7TM:7ru

sp(M) = sp(u), Xm = Xu
Tout ce qui précede reste valable si I’'on remplace u par M

Décomposition de Dunford, Décomposition polaire
Diagonalisation simultanée, Racine d’une matrice
Calcul de puissance, d’exponentielle matriciels :

Résolution de syst. différentiel linéaire
Etude des suites récurrentes linéaires

u trigoble & M trigoble < x,, scindé
& 7, scindé
K = C: tout endom (matrice) est trigoble
K = R: u est trigoble < sp(u) C R
u trigoble et F' u-stable = up trigoble




