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Exercice

+o0o +o0
On pose [, = / e 3%dx et pour tout entier naturel non nul n, I, = / e 3% dg.
0 0

1. a) Montrer que I, est une intégrale convergente et que I, = %

b) Vérifier que, pour tout entier naturel n ,2"e 3% = o (%) quand x tend vers 4o0.

c) En déduire que, pour tout entier naturel n, I,, est une intégrale convergente.

2. Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout entier naturel n et pour tout réel positif A,

A 1 A
_An+ 1
/ attle i dr = e 4+ ‘(n i / z"e 3 dy
0 3 3 0

3. Montrer que, pour tout entier naturel n , I, = wfn.

n!
4. En déduire que, pour tout entier naturel n , I, = T

5. Soit X la variable aléatoire de densité la fonction f définie par,

o

six <0
f(z) =

(14+z)e 3 siz>0

[

a) Déterminer I'espérance E(X) de la variable aléatoire X.

b) Déterminer la variance V(X) de la variable aléatoire X.



Probléeme.
Pour tout réel strictement positif ¢ , on considere les deux fonctions f, et g, qui sont définies sur R par,

a2 0 siz <0
file)=et2 et gy () =

tef(x) siz>0

+oo .2 T
On rappelle que / e Tdx = 5 -
0

Dans toute la suite du probléme, on prend ¢ un réel strictement positif
Partie 1 : Etude d’une variable aléatoire

On rappelle qu’une fonction f de R vers R continue par morceaux est une densité de probabilité si f est positive
+oo

sur R, ’ensemble des points de discontinuité de f est une partie finie de R, f est intégrable sur R et f(z)dx = 1.
—00

+oo
1. a) Montrer que, pour tout entier n tel que n > 0, 'intégrale I, = / x" f,(x)dx est convergente.
0

b) Déterminer I, en fonction de ¢ (on pourra faire le changement de variable (u = /).
c) Déterminer I; sous forme d’une expression simple de ¢.
2. a) Montrer que, pour tout entier n tel que n > 2 et pour tout réel u € [0, 4+o00],

n—1

n—1
fi(w) +

/u 2" f(x)dx = ;

0

/u 2" 2 f,(x)dx

0
b) En déduire que, pour tout entier n tel que n > 2,1, = "T’lfnfg.
3. a) Montrer que g, est une densité de probabilité. Dans la suite, on note X, une variable aléatoire définie sur
un espace probabilisé (€2, A, P) admettant g, , pour densité.
b) Déterminer F, la fonction de répartition de la variable aléatoire X, .
c) Montrer que la variable aléatoire X, admet une espérance E (X,) et déterminer sa valeur.
d) Montrer que la variable aléatoire X, admet une variance V (X;) et déterminer sa valeur.
e) Déterminer la valeur de ¢ pour que lécart type o (X,) de X, soit egal a 1.

4. Pour tout entier naturel k, on note les deux événements A;, et B, de la facon suivante :

Ay = (V2k < X, <V2k+1) et B, = (V2k+1 < X, < V2k +2)

a) Déterminer P (A,) et P (By).

b) i) Montrer que > P (A4,,) est une série convergente et déterminer sa somme.
n>0

ii) Montrer que Y P (B,,) est une série convergente et déterminer sa somme.
n=0

+oo +o0
iii) Est ce qu’on peut avoir P ( U An> =P ( U Bn> ? Justifier votre réponse.
n=0 n=0



2.

3.

Corrige

[ I

Quelques rappels sur les variables aléatoires a densité :

e Une variable aléatoire X est dite a densité si il existe une fonction f définie de R dans R , continue par morceaux et
+oo

admet un nombre fini de points de discontinuité , intégrable sur R et (z)dx =1 telle que pour tous réels a < b

—00

ona[P(angb)—/bf(z)dx.

x
e La fonction de répartition de f, notée F'y, est définie par Fy : z / f(t)dt.
oo

Pour tous réels a < bon a P(a < X <b) = Fy(b) — Fx(a) . En tout point z ol f est continue on a Fi(z) = f(z).

+o0o
e Sila fonction ¢ ¢f(t) est intégrable sur R alors 'espérance de X est donnée par E(X) = / tf(t)dt.

e Si la fonction t > t2 f(t) est intégrable sur R alors la variance de X est donnée par
V(X) = E((X - £(X))?) = E(X?) — E(X)?

et écart-type est égale & oy = /V(X).

Exercice

A —34
1—
a) Onapour A >0 / e 3% dy = % , donc I'intégrale I converge et Iy = 3.
0

b) On sait que, pour tout entier naturel n , z""2e™3* — 0donc z"e™®* = o().
T—+00 T—+00
1
c) Soit n € N . La fonction z — est intégrable au voisinage de l'infinie , donc la fonction = +— e 3 est
x
intégrable sur [0, +o00[ , d’ou la convergence de U'intégrale I,,.
Soit m € N et A > 0, une intégration par parties donne
A A _ A3z 4
/ xn-&-le—?):cdx — / $n+1 ( € ) dz
0 0 3
1 n+1) (4
= [z7 e |7 4 (nt+1) / e 3% dy
3 0
A 1 A
— A"t n+1
ainsi / gt le 3%y = — e84 4 g/ e 3% dy
0 3 3 0
(n+1)

Dans la relation précédente on fait tendre un A vers 4+-oc , on obtient pour tout entier naturel n , |1, =



 https://tinyurl.com/2qyzzrbd

4. Soit n € N . De la question précédente on a

n!
puisque I, = % alors |, = il
. 0 six <0 i ] ]
5. Soit f(z) = , dont une représentation graphique :
Tl +z)e™ siz>0

f(x)

N [e}

f est une fonction de densité car

39

/::o:cf(x)dzZ(IOJrIl) = % (lJrl) =1.

a) D’aprés 1.b) on a zf(z) o0 © (=) donc la fonction x + x f(x) est intégrable sur [0, 4+-o00[ donc intégrable sur R

par suite X admet une espérance .

On a

E(X) = / :O o f (@)

9 +o0
= 7/ (1 +z)e 3%dx
4h
9
= 1 (I, + 1)
()
C4\9 27
ainsi | E(X) = >
12
b) De méme la fonction z + 22 f(x) est intégrable sur R donc X admet une variance .
On a
) +o00 ) 9 1
EX) = [ af)de = (L+1) =5
—00

23

et | V(X) = E(X?) — E(X)* =




Probléme.

Pour tout réel strictement positif ¢ , on considere les deux fonctions f, et g, qui sont définies sur R par,

o2 0 siz <0
fil)=e"" et ga)= .
tef,(x) siz>0

Une représentation graphique dans le cas t = 2 :

fo(z) 95()
1 4
0.5
x
—2 —1 1 2 —2 —1 1 2
Dans toute la suite du probléme, on prend ¢t un réel strictement positif
Partie 1: Etude d’une variable aléatoire
z2 22
1. a) Soit t > 0. La fonction z i+ z™e "2 est continue sur [0, +oo[ et etz =0 (J5) , donc elle est intégrable
T—r+00

+o0
sur [0, +o0], ainsi Uintégrale I,, = / a™ f,(x)dz est convergente , pour tout entier n .
0

b) Ona
too x U=x ]. too U
IO:/ ot g "2 / % du
0 Vit Jo
™
d Iy=4/=
onc | I, 5
c) Ona
400
I, = / re v dx
0
-1 +oo 2\
= 7/ (e_t;) dl‘
tJy
—1
= —( lim e t22—1>
t A—+00
1
donc | I; = n

2. a) Soitn>2etuc€l[0,+oof,ona

Il
~|/
—
O\
S
8
3
|
—_
/N
@
-
S
N—
IS8
S



b)

b)

c)

une intégration par parties donne

“ —1 227 -1 [ 2
/ " f(x)de = — [x”_le_tT} + = / " 2e 2 dw
0 0

¢ 0 t

“ —y ! n—1 [
ainsi / " f(z)dx = ; filuw) + ; / 2" 2 f (z)dx | .
0 0
_unfl
Puisque ; fi(w) — 0 et les intégrales sont convergentes, alors par passage a la limite on trouve
U——+00
+00 n—1 +00
[ anmar =" [ e @
0 t
N . n—1
Ainsi pour tout entier n > 2,| I, = " I,

La fonction g, est continue positive sur R . Soit A >0 on a

/A g;(z)dx = /OA taf,(z)dx

—A

+00 +oo
I’intégrale / tef,(z)dx est convergente donc 'intégrale / g.(x)dx est convergente , par passage & la limite

—00

ona oo oo
/ g;(z)dx = / tef,(x)de =tI; =1
—00 0

Ainsi g, est une densité de probabilité.

Soit x € R, on a

xr
@) = [ gludu
= / tue~t's du
0
x N
= /—(e_t7> du
o
ainsi | Fy(z) = 1—et%
Fy(x)
1, _________________
x\l
-2 —1 1 2

Pour tout > 0, on a zg,(z) = tz?f,(z) donc la fonction =  zg,(x) est intégrable sur R , par suite X, admet

une espérance et

E(X,) = / :o 2g,(2)dz

t /O+O° 22 f,(x)dx

=t



1 1
les questions 2)b) et 1)b) donnent : I, = ;Io =3 %
’/T
Ainsi |E(X,) =4/ =—|
insi | E (X,) 5

d) Comme précédemment la fonction = + 2%g,(x) est intégrable sur R , donc X, admet une variance V (X,) .

On a
+o0
/ 22g,(x)dx

il
/N
—~
NN
~—

[\
~—
Il

7“1a3
= t/ 23 f,(x)dx
0
=t
2 1 2
avec I3 = ;Il et I, = n donc | E ((Xt)2> =7
4—m

Et on a V(X,) = E((X,)?) — E(X,)? donc | V(X,) =

4— 4—
e) Onaa(Xt):\/Tﬂ-,donca(Xt)zlsietseulementsi t= 27T.

4. Pour tout entier naturel k, on note les deux événements A, et B), de la fagon suivante:

Ay = (V2k < X, <V2k+1) et B, = (V2k+1< X, < V2k +2)

a) Ona

P(4,) = P(V2k<X, <V2k+1)

2k-+
- / ()
V2k

dr
= F,(V2k+1)— F,(V2k)

=

on sait que Fy(z) =1—e % | donc |P(4;) =e (1 —e2)]|.

z2 t ‘

De méme P(B,) = F,(v2k+2) — Fy(vV2k + 1) et |P(B,) = e tht2)(1 —e 2))|.

b) i) Lasérie > e™'™ est géométrique est convergente donc la série > P (A,,) est convergente

n>0 n>0
+oo l—e% 1
et P(A,) = =
t t
o i 1—e 2 e 2
ii) De méme on a la série Y P (B,,) est convergente et | > P(B,,) =e 2 ;= -
n>0 n=0 I—e” 1+e 2
400 400 1
iii) Les événements (A;), _ sont deux & deux disjoints donc P ( U An> => P(A, = -
=0 n=0 n=0 1+e2
+0oo +oo e—%
De méme on a (Bk)k>0 sont deux a deux disjoints et P ( U Bn> => P(B,) = - .
"~ n=0 n=0 1+e2

+oo +00
Donc on a P ( U An> =P ( U B, | si et seulement si ¢t =0, ce qui contredit le fait que ¢ > 0.
n=0 =0

+00 1 +o00 +o00 1
Remarquons que P | |J 4, | >zetP| U B, | =1—P| U 4, )] < = ce qui justifie le résultat .
n=0 2 n=0 n=0 2

o] +o0o
Les deux réunions ne sont pas complémentaires car | |J An) ul U Bn> UR " =RetP(R7)=0.
n=0 n=0



