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Theme 1 ; Distances entre Matrices

PARTIE II  CALCUL DE LA DISTANCE DE A A S, (R) ET A A, (R)

On pose V(4, B) € M, (R) x M, (R), < A, B >=tr(*AB) (c’est la trace du produit de la transposée de A par B).
On rappelle que tr est une forme linéaire sur M,,(R), que V(U, V) € M,,(R)?, tr(*U) = tr(U) et tr(UV) = tr(VU).

n n

a) Soit A = (a;;) un élément de M,,(R). Montrer que < A, A >= Z Z az,.

i=1 k=1
b) Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur M, (R).

Rappeler le théoreme de “meilleure approximation”.

a) Montrer que S, (R) et A,,(R) sont supplémentaires et orthogonaux dans (M, (R), < .,. >).
b) Soit A un élément de M, (R). Montrer que d(A4,S,(R)) = ||3(A —tA)|.
Déterminer de méme d(A4, A, (R)).

Calculer d(A, A3(R)) ol A est la matrice de la partie I. Déduire de I ||A]| et calculer alors d(A, S3(R)).

PARTIE IV  DISTANCEDE 4 A O,,.

On est prié de relire les résultats contenus dans III Q 1 a).
M est une matrice de M,,(R) et R une matrice de O, (R).
a) Montrer que ||RM]|| = [|M]] (]|.]| est la norme de II).
b) Montrer que ||MR|| = ||M]| (on rappelle qur tr(AB) = tr(BA)).
» Dans la suite de cette partie A appartient & M, (R). A =US avec U € O,(R) et S € S;F(R).
D est une matrice diagonale de M., (R) et P une matrice orthogonale de M,,(R) telle que S = PDP~! = PD!P.
a) Montrer que si Q appartient & O, (R), |[A—Q| = ||S—-U~1Q].
En déduire que d(A, O, (R)) = d(S, O,(R)).
b) Montrer que d(S, 0, (R)) = d(D, O, (R)) (partir de ||S — Q|| et s’inspirer de ce qui précede).

On pose D = Diag(dy, da, .. ., dy).

a) Montrer que VQ2 € O, (R), |D —Q|> = |D|]? = 2tr(DQ) +n =Y. di —2tr(DQ) + n.
k=1

b) Soit Q = (w;;) un élément de O, (R). Montrer que V(i,j) € [1,n]?, w;j € [—1,1].
n
En déduire que tr(DQ) < Y d;.

=1

¢) Montrer que d(D, O, (R)) = |D — I,,|| et que d(A4, O,(R)) =||A-U||.
d) Calculer d(A, O3(R)) ou A est la matrice de I.



PARTIE V DISTANCE DE A A Ap.

p est un élément de [0,n]. A, est Pensemble des matrices de M, (R) de rang supérieur ou égal & p. A est une matrice

de M, (R).

Montrer qu’il existe un élément gy de N* tel que pour tout élément g de [qo, +oo] A — %In soit inversible.
En déduire que d(4, GL,(R) = 0.

Calculer d(A4, A,).

PARTIE VI DISTANCE DE A A Vp.

Théoréme de Courant et Fischer

S est une matrice symétrique de M, (R). (C1,Cs, ..., Cy) est une base orthonormée de M,, 1(R) consituée de vecteurs

propres de S respectivement associés aux valeurs propres Ai, Ao, ..., An,. On suppose que Ay = Ao > -+ = A\,,.

k est un élément de [1,n] et & est I'ensemble des sous-espaces vectoriels de M,, 1(R) de dimension k.

tXSX
1 5€ Propose de montrer que - Ay = pax Xef«p—{O} XX

tXSX

k

a) On pose Fj, = Vect(Cy,Cy,...,Cf). Soit X = > x; C; un élément non nul de Fj. Montrer que X% 2 Ak.

i=1
t
Montrer que Xel%li{o} XX existe et vaut \g.
. L tXSX

Utiliser ce qui précede pour montrer que VX € M, 1(R) — {0}, Dod = .

b) Soit F' un élément de &. Montrer que la dimension de F' N Vect(Cy, Cky1,...,Cp) est supérieure ou égale & 1 (on

pourra majorer la dimension de la somme).

. tXSX
¢) Montrer que si X est un vecteur non nul de F N Vect(Cy, Ck1,...,Cy) alors d < g

t
existe et est inférieur ou égal a Ag. Conclure.

Montrer que XGIFrlf{(]} XX

EXSX
d) Facultatif Montrer que Ap = 11>/I€%>]§ Xel\gi_r{{ 0 XX



Dans toute la suite A est une matrice de M, (R) de rang r et p est un élément de N strictement inférieur & 7.

V, est 'ensemble des matrices de M,,(R) de rang inférieur ou égal & p.

a) Montrer que Ker!AA = Ker A. En déduire que 'AA est de rang r.

b) Montrer qu’il existe une base orthonormée (Xi, Xo,...,X,) de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de ‘AA
respectivement associés a des valeurs propres i1, po, ..., fy qui vérifient : g = pe = - = pp > 0 et ppp1 = flpgo =
-+« = pt, = 0 (& un petit abus prés lorsque r = n).

1
¢) On pose:Vi € [1,7], ¥; = 7 AX;. Montrer que (Y7,Y2,...,Y,) est une famille orthonormée de M,, 1 (R) que I'on

1
complétera en une base orthonormée (Y1,Y2,...,Y,) de M,, 1(R) si nécessaire.

T

d) Montrer que A = > ik V' Xe = Y. /i Yi! Xk (on pourra utiliser la base orthonormée (X1, Xo, ..., X,)).
k=1 k=1

Montrer que (Yi *Xi)reqr,n] est une famille orthonormée de M,,(R) constituée de matrices de rang 1.

p n T
On pose N = Y \/ug Yy, 'X). Montrer que N appartient & V,, et que ||[A — N| = Sk = ST g
k=1 k=p+1 k=p+1

Soit ¢ un élément de [0, p] et M une matrice de M, (R) de rang q.

a) Justifier rapidement l’existence d’une base orthonormée de M,, 1(R) constituée de vecteurs propres de la matrice
t(A— M)(A — M) respectivement associés a des valeurs propres oy, aa, ..., a, qui vérifient:a; > as > -+ > ay, = 0.

Calculer ||[A — M]|.
On pose G = Ker M NIm(*AA) et dans la suite de la question, k est un élément de [1,r — ¢].

b) Montrer que dimG > r —q.

: . : . EXTAAX
¢) Montrer que si F' un sous-espace vectoriel de G de dimension k:ap > Inf ———-
XerF—{o} tXX

Montrer que dim(G N Vect(X1, X, ..., Xi4q)) = k et en déduire que ag > pp4p.
Moutrer enfin que: ||[A — M| > ||A — N||.
d) En déduire d(A4,V,). Et pour p € [r,n]? pour p=107?

On reprend 'exemple de la partie I. Calculer d(A, V,) pour tout élément p de [0, 3].




Theme 2 : Polynémes Orthogonaux

1 Les polynémes de Legendre

1

Définition P, est un polynéme de Legendre de degré n si P,(x) = 5n an[(.’L’Q - 1)"
n!

P,(1)=1.
Propriétés
1. 1
/ Pi(z)Pj(x)dr =0sii#j
-1

2. Py(x)= 2% (CI) (z — 1) (@ + 1)
j=0

3. P, a méme parité que n;
6. Les polynémes P, satisfont la relation de récurrence a trois termes

(n+1)Pyg1(x) — 2n+ 1)zPy(z) + nPy—1(z) =0

! 2
5. / P%(z)dx = ;
—1 2n + 1

4 Les polynéomes d’Hermite
Définition Hy(x) = (=1)"e” D"[e™""] ;
Propriétés
1. Les fonctions H,, sont polynomiales, de degré n ;

2. 2nH, 1(z) = H) (x) ;
3. Les polynomes H,, satisfont /OO Hn(m)Hm(x)e*Ide —O0sin#m:;

[e.e]
5. / Hg(x)e_‘”de = /72"n! ;
—00
6. Les polynomes H,, satisfont la relation de récurrence a trois termes

Hyi1(x) —2zHy(z) + 2nH,—1(x) =0

pour n > 1 avec Ho(x) =1 et Hi(x) = 2x;



2 Les polynomes de Tchébychev de premiére et seconde espéce

Définition Les fonctions de Tchébychev de premiére (7},) et seconde (U,) espéce sont définies sur I =

[—1,1] par
{ T, (x) = cos(nO) } o
 dn((n1)@) ( BVec © = arccosz.
Un(.’B) - sin ©
Propriétés

1. Les fonctions T;, satisfont la relation de récurrence a trois termes
Thyi1(x) — 22T (x) + Th—1(x) =0

pour n > 1 avec To(z) =1 et T1(x) = x;

2. Les fonctions T,, sont des fonctions polynémes;

3.
T () = nUp_1(z) ;
4. Les fonctions U, sont des fonctions polynomes ;
5.
[ @t 2 <0 sin g
T T)———==0, sin#m;
. n m 1_ .’EQ
6. .
dx T
T?(2)——— = = ;
7.

@) = 2@+ V@D +@— Va2 1y,

2
pour x € |—o0,—1] U[l,oo[ :

Qo

. Le coefficient du terme de plus haut degré de T, est 2"t sin >1et 1 pour n =0;

Ne)

. Les polynomes T, satisfont I’équation différentielle

(1 —552)?/// —xy'+n2y =0;



Corrigé Theme 1 : Distances entre Matrices T3
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