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TD:Réduction
Exercice 1 : Rang d’un bloc triangulaire

1 Soient A ∈Mn(K), C ∈Mp(K) et M =

(
A 0n,p
0p,n C

)
∈Mn+p(K).

Établir que : rg(M) = rg(A) + rg(C).

2 Soient B ∈Mn,p(K) et C ∈Mp(K) et M =

(
In B
0p,n C

)
∈Mn+p(K)

Montrer que : rg(M) = n+ rg(C).
Indic : Multiplier M par une matrice bloc pour se ramener au cas précédent.

3 Soit A ∈ GLn(K), B ∈Mn,p(K), C ∈Mp(K) et M =

(
A B
0p,n C

)
∈Mn+p(K).

Montrer que : rg(M) = rg(A) + rg(C).
Indic : Multiplier M par une matrice bloc pour se ramener au cas précédent.

4 Montrer que ce résultat est encore vrai, si C est inversible, et A non inversible.
Indic : On pourra se ramener au cas précédent à l’aide de permutations.

5 Soit la matrice M =

(
A B
0 C

)
, où A =

(
1 1
1 1

)
, B = I2 et C =

(
2 0
1 0

)
.

A-t-on rg(M) = rg(A) + rg(C).

6 Cas général : On reprend les notations de la question 3), sans aucune condition
sur A ou C.
On considère f : Mn,1(K)×Mp,1(K) −→ Mn,1(K)×Mp,1(K)

(X,Y ) 7−→ (AX +BY,CY )
.

a Vérifier que f est bien définie et linéaire.

b On pose F = {f(X, 0) | X ∈Mn(K)}. Montrer que dimF = rg(A).
c On pose rg(C) = r et on considère (Z1, Z2, . . . , Zr) une base de Im(C), donc

il existe des colonnes Yi ∈Mp,1(K) tel que C.Yi = Zi.
On pose G = Vect (f(0, Y1), f(0, Y2), . . . , f(0, Yr)).
Montrer que F ∩G = {0E}. En déduire que rg(M) ⩾ rg(A) + rg(C)

Exercice 2 : Rang d’une concaténation

+ On rappelle que pour toute matrice M si C1, · · · , Cn sont les colonnes de M ,
alors Im(M) = Vect(C1, · · · , Cn).

+ Dans tout l’exercice : A,B,C,D ∈Mn(K).

1 On note (A B) ∈ Mn,2n(K) la matrice obtenue en accolant les colonnes de B à
droite de celles de A.

a Montrer que Im(A) ⊂ Im(A B).

b On suppose que ∃U ∈Mn(K), B = AU .

i Montrer que Im(A B) = Im(A).
ii En déduire que rg(A B) = rg(A).

c On suppose maintenant que rg(A B) = rg(A).

i Montrer que Im(A B) = Im(A).
ii Dire pourquoi les colonnes de B appartiennent toutes à Im(A).

d En déduire que : rg(A B) = rg(A) ⇐⇒ ∃U ∈Mn(K), B = AU.

2 On note
(
A

C

)
∈ M2n,n(K) la matrice obtenue en accolant les lignes de C en

dessous de celles de A.
Montrer que : rg

(
A

C

)
= rg(A)⇔ ∃V ∈Mn(K), C = V A.

3 En déduire que :

rg
(
A B
C D

)
= rg(A) ⇐⇒ ∃U, V ∈Mn(K),

(
A B
C D

)
=

(
A AU
V A V AU

)
.
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Exercice 3 : Quelques Densités Utiles

Soit A ∈Mn(K). Pour tout k ∈ N∗, on pose Ak = A− 1

k
In. On a bien lim

k→+∞
Ak = A.

1 On suppose que A est nilpotente, Montrer que : Ak ∈ GLn(K), ∀k ∈ N∗.

2 On suppose A non nilpotente. On pose ε = min{|λ|, λ ∈ sp(A) \ {0}}.

a Justifier que ε est bien défini et non nul.

b Montrer que pour tout k > 1

ε
, on a Ak ∈ GLn(K).

3 En déduire que GLn(K) est dense dans Mn(K).
Autrement dit : ∀A ∈Mn(K), ∃Ak ∈ GLn(K) tel que lim

k→+∞
Ak = A.

4 Soit T une matrice triangulaire supérieure. On pose λi = ti,i.

Pour tout k ∈ N∗, on pose Tk = T + diag
(
1

k
, . . . ,

n

k

)
.

Autrement dit : Tk est une matrice triangulaire supérieure, dont les coefficients
diagonaux sont les µi = λi +

i

k
. Il est clair que lim

k→+∞
Tk = T .

5 Montrer que pour tout j 6= i, on a λi = λj ⇒ µi 6= µj .

6 On suppose que ∃j 6= i tel que λi 6= λj .

On pose alors ε = min
ß |λi − λj |
|i− j|

tel que i 6= j et λi 6= λj

™
.

a Justifier que ε est bien défini et non nul.

b Montrer que pour tout k > 1

ε
, on a µi 6= µj pour tout i 6= j

7 En déduire que Tk est diagonalisable à partir d’un certain indice.

8 En déduire que D+
n (C) = {M ∈Mn(C) diagonalisable} est dense dans Mn(C),

Autrement dit : ∀A ∈Mn(C), ∃Ak ∈ D+
n (C) tel que lim

k→+∞
Ak = A.

9 En déduire que D+
n (R) est dense dans T (R) = {M ∈Mn(R) trigonalisable}.

Autrement dit : ∀A ∈ T (R), ∃Ak ∈ D+
n (R) tel que lim

k→+∞
Ak = A.

Exercice 4 : Déterminant d’une matrice par blocs

Soient A,B,C,D ∈Mn(K). On pose M =

(
A B
C D

)
1 On suppose que CD = DC.

a On suppose de plus que D est inversible.
Montrer que det(M) = det(AD −BC).

+ Indication : Utiliser la matrice bloc
(

In 0
−D−1C In

)
b Montrer que le résultat de la question précédente est encore valable même

si D n’est pas inversible.
+ Indication : Utiliser le résultat de l’exo 3, question 3), ainsi que la

continuité de l’application A 7→ det(A).

2 On prend A =

(
−2 1
1 0

)
, B =

(
0 2
−2 1

)
, C =

(
−1 −2
0 2

)
, D =

(
1 1
1 1

)
.

Discuter la validité de la formule det(M) = det(AD −BC) dans le cas général.

3 On prend A =

(
1 0
0 1

)
= I2, B =

(
0 1
0 0

)
, C =

(
0 0
1 0

)
, D =

(
1 0
0 1

)
= I2.

Discuter la validité de la formule det(M) = det(A) det(D)− det(B) det(C).

Exercice 5 : Matrice de rang 1 (Classic CCINP-CNC)

Soit A ∈Mn(K) tel que rg(A) = 1.
On admet le résultat suivant (déjà vu en TD) : A2 = Tr(A).A

1 Montrer que A est diagonalisable ⇔ Tr(A) 6= 0.

2 Montrer que 0 est une valeur propre de A de multiplicité au moins n− 1.

3 En déduire que χA(X) = Xn−1(X − Tr(A)).

4 En déduire que det(In +A) = 1 + Tr(A).
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Exercice 6 : Démonstration Topologique de Cayley-Hamilton

1 Montrer que χD(D) = 0 pour toute matrice diagonale.

2 En déduire que χA(A) = 0, pour toute matrice A diagonalisable.

3 Montrer la continuité de l’application φ : Kn[X]×Mn(K) → Mn(K)
(P,A) 7→ P (A)

.

4 En déduire la continuité de l’application ψ : Mn(K) → Mn(K)
A 7→ χA(A)

.

5 En déduire que χA(A) = 0, pour toute matrice A ∈Mn(C).

+ Indication : Utiliser le résultat de l’exo 3, question 8), ainsi que la continuité
de l’application ψ : A 7→ χA(A).

Exercice 7 : Un Grand Classic (Tous les concours)

Soient A,B ∈Mn(K) .

1 On suppose que A est inversible.

a Montrer que AB et BA sont semblables

b En déduire que χAB(X) = χBA(X).

2 Montrer que le résultat de la question 1.b) est encore valable même si A n’est pas
inversible.

+ Indication : Utiliser le résultat de l’exo 3, question 3), ainsi que la continuité
de l’application ψ : A 7→ χA(X).

3 Une autre méthode :

On pose : M =

(
BA −B
0 0

)
, N =

(
0 −B
0 AB

)
, P =

(
In 0
A In

)
.

a Calculer MP et PN .

b En déduire que χAB(X) = χBA(X).

Exercice 8 : Quelques formules simples mais utiles

Soit A ∈Mn(K), et (a, b) ∈ K∗ ×K∗.

1 On suppose que A est inversible.

a Montrer que : χA−1(X) =
(−X)n

det(A)χA

(
1

X

)
.

b Exprimer les µ ∈ sp
(
A−1

)
en fonction des λ ∈ sp(A).

2 a Montrer que : χA2(X2) =′ −1)nχA(X)χA(−X).

b Exprimer les µ ∈ spC
(
A2

)
en fonction des λ ∈ spC(A).

+ Indication : On pourra utiliser que ∀µ ∈ C, ∃z ∈ C tel que µ = z2.

3 a Montrer que : χa.A+b.In(X) = anχA

(
X − b
a

)
.

b Exprimer les µ ∈ sp (a.A+ b.In) en fonction des λ ∈ sp(A), de a et de b.

Exercice 9 : Diagonalisation à l’aide de la comatrice

Soit A ∈Mn(K). On rappelle que A. (com(A))
T
= det(A).In.

Soit λ ∈ sp(A), fixée mais quelconque.

1 Montrer que toutes les colonnes de (com(A− λIn))T appartiennent à Eλ(A).
Indication : AB = 0⇔ ImB ⊂ kerA.

2 On suppose que χA(X) scindé à racines simples.

a Montrer que Im
[
(com(A− λIn))T

]
= Eλ(A).

b En déduire que Eλ(A) est une droite engendrée par une colonne non nulle
de (com(A− λIn))T .

3 En utilisant ce qui précède, diagonaliser A =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

.
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Exercice 10 : Déterminant tridiagonale (Classic CCINP-CNC)

Soit (a, b, c) ∈ R3 fixé. On pose ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 . . . 0

c
. . . . . . . . . ...

0
. . . 0

... . . . b
0 . . . 0 c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On rappelle (déjà vu en TD) que : ∆n − a∆n−1 + bc∆n−2 = 0.

Matrice de Chebychev : Tn =


0 1 (0)

1
. . . . . .
. . . . . . 1

(0) 1 0

 ∈Mn(R).

1 Montrer que pour tout θ ∈ R \ πZ, on a : χTn
(2 cos θ) = sin((n+ 1)θ)

sin θ
+ Indication : On pourra utiliser que χT0

(X) = 1

2 En déduire les valeurs propres de Tn.

3 Pour chaque λ ∈ Sp(Tn),
déterminer ses vecteurs propres associés, X = (xk)1≤k≤n.

+ Indication : On pourra utiliser que x0 = xn+1 = 0.

4 Justifier pourquoi Tn est diagonalisable, puis la diagonaliser.

Arthur Cayley (1821-1895) : Mathématicien britannique, il a exercé
comme avocat pendant quatorze ans pour subvenir à ses besoins
tout en publiant des centaines d’articles.
Il est connu pour avoir fondé la théorie des matrices
et posé les bases de la théorie abstraite des groupes.

Exercice 11 : Matrice compagnon (Classic Tous les concours)

Á tout polynôme unitaire P (X) = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0 ∈ Kn[X], on

associe la matrice suivante, noté CP , et appelée matrice compagnon de P :

CP =


0 · · · 0 −a0

1
. . . ... −a1
. . . 0

...
(0) 1 −an−1


1 Montrer que χCP

(X) = P (X).

+ Indication : Utiliser l’opération élémentaire L1 ← L1+X.L2+ ·+Xn−1Ln.

2 Montrer que pour tout λ ∈ sp(CP ), on a dimEλ(CP ) = 1.

+ Indication : Pour X =

x1...
xn

 ∈ Eλ(CP ),

on pourra supposer que x0 = xn+1 = 0.

3 En déduire que CP est diagonalisable ⇔ P (X) est scindé à racines simples.

4 On suppose dans cette question que CP est diagonalisable.

a Dire pourquoi (CP )
T est aussi diagonalisable.

b Dire comment diagonaliser (CP )
T .

c En déduire comment diagonaliser CP .

William Rowan Hamilton (1805–1865) : Mathématicien, physicien et
Ðastronome irlandais.
Il maîtrisait plus d’une dizaine de langues dès son plus jeune âge
Il es connu pour avoir fondé la mécanique hamiltonienne
et avoir inventé les quaternions.
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Exercice 12 : Endomorphisme cyclique (Classic Tous les concours)

u ∈ L(E) est dit endomorphisme cyclique ssi
∃x0 ∈ E tel que B = (x0, u(x0), · · · , un−1(x0)) soit une base de E.
On suppose dans toute la suite que u est un endomorphisme cyclique.

1 Montrer que (IdE , u, · · · , un−1) est libre dans L(E).

2 En déduire que deg(πu) ⩾ n.

3 En déduire que πu = χu.

4 Justifier l’existence de scalaire (ak)0⩽k⩽n−1 tel que P (u)(x0) = 0,
où P (X) = Xn − an−1X

n−1 − · · · − a1X − a0.

+ Indication : Utiliser que un(x0) ∈ E = Vect(x0, u(x0), · · · , un−1(x0)).

5 En déduire que MB(u) = CP .
Autrement dit : la matrice d’un endomorphisme cyclique dans une base bien
choisie est une matrice compagnon.

6 En déduire que que χu(X) = P (X).

7 Montrer que χu(u)
(
uj(x0)

)
= 0 pour tout j ∈ J0, n− 1K

8 En déduire que χu(u) = 0.
Autrement dit : On a démontré le théorème de Cayley-Hamilton dans le cas
particulier des endomorphismes cycliques.

9 Soit v ∈ L(E) tel que χv(X) est scindé à racines simples.
On pose sp(v) = {λi, · · · , λn}, avec λi 6= λj pour tout i 6= j.
On note ε1, · · · , εn, les vecteurs propres associés.
Autrement dit : v(εi) = λiεi pour tout i ∈ J1, nK.
Finalement, on pose x0 = ε1 + · · ·+ εn.

a Montrer que (x0, v(x0), · · · , vn−1(x0)) est libre dans E.
+ Indication : On pourra utiliser les propriétés de la matrice de Van Der

Monde, vues en TD.
b En déduire que v est cyclique.

Exercice 13 : Diagonalisation Simultanée (Classic tous les Concours)

Vocabulaire :

+ Deux endomorphismes u, v ∈ L(E) sont dits simultanément diagonali-
sables, si elles sont diagonalisable et admettent une base propre commune.

+ Deux matrices M,N ∈Mn(K) sont dits simultanément diagonalisables, si
elles sont diagonalisables et semblables à deux matrices diagonales à l’aide de la
même matrice de passage.

1 Soit B une base de E, (u, v) ∈ L(E)× L(E).
On pose : M =MB(u) et N =MB(v).
Montrer que u et v sont simultanément diagonalisables ⇔M et N le sont aussi.

2 Montrer que si deux matrices M,N ∈ Mn(K) sont simultanément diagonali-
sables, alors leurs somme M + N et produit M.N sont aussi diagonalisables et
même simultanément diagonalisables.

3 On pose M =

(
1 1
0 2

)
et N =

(
1 0
−2 2

)
.

a Vérifier que M et N sont diagonalisables.

b Vérifier que M +N et MN ne le sont pas.
c Conclure.

4 Cas particulier : On suppose que u ◦ v = v ◦ u et que χu est scindé à racines
simples.

a Dire pourquoi u est diagonalisable.

b Dire pourquoi dimEλ(u) = 1, pour tout λ ∈ sp(u).
On pose sp(u) = {λ1, · · · , λn} et Eλi

(u) = Vect{εi}.
c Dire pourquoi B = (ε1, · · · , εn) est une base de E.

d Justifier que v(εi) ∈ Eλi
(u), pour tout i ∈ J1, nK.

e En déduire que pour tout i ∈ J1, nK, ∃αi tel que v(εi) = αi.εi.

f Conclure que u et v sont simultanément diagonalisables.
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Exercice 14 : Diagonalisation Simultanée (Suite)

Cas général : On suppose que u ◦ v = v ◦ u et que u et v sont diagonalisable.
On pose sp(u) = {λ1, · · · , λr}, avec λi 6= λj pour tout i 6= j.

1 Dire pourquoi E =

r⊕
i=1

Eλi
(u).

2 Dire pourquoi chaque Ei = Eλi(u) est stable par v.

3 En déduire que chaque v|Ei
est diagonalisable.

4 En déduire que v|Ei
et u|Ei

sont simultanément diagonalisables

5 Conclure que u et v sont simultanément diagonalisables.

Exercice 15 : Extrait Oral Mines-Telecom (2026)

Notations :

+ E est un C-espace vectoriel de dimension n.

+ u ∈ L(E), quelconque mais fixé.

+ On définit f ∈ L(L(E)) tel que : ∀v ∈ L(E), f(v) = u ◦ v.

1 Montrer que Sp(f) ⊂ Sp(u).

2 Soit λ ∈ Sp(u) et v ∈ L(E) une projection sur Eλ(u).
Montrer que f(v) = λ.v.

3 En déduire que Sp(f) = Sp(u).

4 Soit λ ∈ Sp(f).
Montrer que dim(Eλ(f)) = n dim(Eλ(u)).

5 En déduire que u est diagonalisable ⇔ f est diagonalisable.

6 Montrer que u et f ont le même polynôme minimal.

Exercice 16 : Endomorphismes Nilpotents (Classic CCINP-CNC)

Soit u, v ∈ L(E) tel que u ◦ v = v ◦ u. On suppose u nilpotent d’indice p

1 Montrer que u ◦ v est nilpotent d’indice inférieur p.

2 On suppose v nilpotent d’indice q.
Montrer que u+ v est nilpotent d’indice p+ q − 1.

3 Montrer que IdE − u ∈ GL(E) et que (IdE − u)−1 =

p−1∑
k=0

uk.

4 En déduire que si v ∈ GL(E), alors v + u ∈ GL(E).
Exprimer dans ce cas (v + u)−1 en fonction de u et v.

5 On suppose ici u nilpotent d’indice n = dimE.

a Justifier l’existence de x0 ∈ E tel que un(x0) = 0E et un−1(x0) 6= 0E .

b Montrer que B = (x0, u(x0), · · · , un−1(x0)) est une base de E.
c En déduire que u est cyclique.

d Donner MB(u).

Exercice 17 : Extrait Oral CCINP (2026)

Soit A ∈Mn(C) tel que sp(A) = {λ1, · · · , λn}.

1 Montrer que Tr(Ak) =

n∑
i=1

λki , pour tout k ∈ N.

2 Montrer que pour tout z ∈ C \ sp(A), on a : χ
′
A(z)

χA(z)
=

n∑
i=1

1

z − λi
.

3 En cas de convergence, en déduire la somme
+∞∑
k=0

Tr(Ak)zk.
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Exercice 18 : Décomposition de Dunford (Classic tous les Concours)

Notations

+ Soit u ∈ L(E) tel que χu est scindé sur K.

+ On pose χu(X) =

r∏
i=1

(X − λi)αi , où les λ1, . . . , λr sont les valeurs propres dis-

tinctes de u, et α1, . . . , αr ≥ 1 leurs multiplicités respectives.

+ On note, pour tout i ∈ {1, . . . , r}, Fi = ker ((u− λiidE)
αi).

+ On rappelle que E =

r⊕
i=1

Fi.

+ Pour tout i ∈ {1, . . . , r}, on note pi la projection sur Ni parallèlement à
⊕
j ̸=i

Nj .

+

r∑
i=1

pi = idE . Chaque pi est un polynôme en u.

+ pi(xi) = xi pour tout xi ∈ Fi.

+ pj(xi) = 0E pour tout xi ∈ Fi et j 6= i.

1 On pose v =

r∑
i=1

λi.pi.

a Montrer que pour tout xi ∈ Fi, on a v(xi) = λi.xi.

b Soit B base adaptée à la somme E =

r⊕
i=1

Fi.

Justifier que MB(v) est diagonale.
c En déduire que v est diagonalisable.

d Dire pourquoi v est un polynôme en u.
e Montrer que χu(X) = χv(X).

Exercice 19 : Décomposition de Dunford (suite)

1 On pose w = u− v.

a Vérifier que w =

r∑
i=1

(u− λiidE) ◦ pi.

b Dire pourquoi chaque Fi est stable par w.
c Justifier que pour tout i ∈ J1, rK, on a : w|Fi

= u− λiIdFi

d En déduire que pour tout i ∈ J1, rK, on a : wαi

|Fi
= 0E .

e En déduire que wα = 0, où α = max (αi)1⩽i⩽r.
Autrement dit w est nilpotent.

2 a Dire pourquoi w est un polynôme en u.

b En déduire que v et w commutent.

Décomposition de Dunford (Existence) : Tout u ∈ L(E) tel que χu(X)

est scindé s’écrit sous la forme u = v + w tel que :

+ v diagonalisable et w nilpotent.
+ v et w sont des polynômes en u donc commutent.
+ χu(X) = χv(X).

3 Unicité de la décomposition de Dunford.
On suppose que u admet une autre décomposition de Dunford : u = v′ + w′.

a Dire pourquoi v − v′ est diagonalisable.
+ Indication : On pourra utiliser les résultats de l’exercice 14.

b Dire pourquoi w′ − w est nilpotent.
+ Indication : On pourra utiliser les résultats de l’exercice 16.

c En déduire que v = v′ et w = w′.
Autrement dit : la décomposition de Dunford est unique.

FiN
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