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1 Soit A ∈ Mn(R) triangulaire supérieure et inversible.

+ Soit f ∈ L(Rn), associé à A dans la base canonique B = (e1, · · · , en) de Rn.
+ On pose Fk = Vect(e1, · · · , ek) pour tout k ∈ {1, . . . , n}.

a Montrer que f(Fk) ⊂ Fk, puis que f(Fk) = Fk.
b En déduire que f−1(Fk) = Fk.
c En déduire que A−1 est triangulaire supérieure.
d En déduire que com(A) est triangulaire inférieure.

2 A ∈ Mn(R) triangulaire supérieure et λ ∈ R
Montrer que A− λIn non inversible ⇔ λ ∈ {a11, · · · , ann}.

3 A ∈ Mn(R) triangulaire supérieure et nilpotente et λ ∈ R
Montrer que A− λIn non inversible ⇔ λ = 0.

4 On suppose cette fois que A ∈ Mn(R) triangulaire supérieure nilpotente.

a Montrer que ∀ε ∈ R∗, on a A− εIn est inversible.
b En déduire que ∀ε ∈ R∗, on a com (A− εIn) est triangulaire inférieure.
c En déduire que com(A) est triangulaire inférieure.

5 On suppose cette fois que A ∈ Mn(R) triangulaire supérieure et non nilpotente.

a On pose α = min{|λ| | λ ∈ R∗ tel que A− λIn non inversible}.
Montrer que α est bien défini et que α 6= 0.

b Montrer que ∀ 0 < ε < α, on a A− εIn est inversible.
c En déduire que ∀ 0 < ε < α, on a com (A− εIn) est triangulaire inférieure.

d En déduire que com(A) est triangulaire inférieure.

6 Soit A ∈ Mn(R). Montrer que :

a si rg(A) = n alors rg(com(A)) = n

b si rg(A) = n− 1 alors rg(com(A)) = 1

c si rg(A) ≤ n− 2 alors rg(com(A)) = 0

7 Calculer com(comA) dans le cas où A est inversible.

8 Si rgA ≤ n− 2, démontrer que comA = 0.

9 On suppose que rgA = n− 1.

a Montrer que : rg (comA) = 1

b En déduire l’existence U, V ∈ Mn,1(R) tq. comA = U tV .

10 On suppose que n ≥ 2 et A ∈ Mn(R).

a Calculer com(In) et com(λA).

b Si A et B sont inversibles.
Démontrer que com(AB) = (comA)(comB) et com(A−1) = com(A)−1.

c Démontrer que le premier résultat de la question précédente est encore valable dans
le cas général.
Indic : On pourra admettre que les résultats des questions 5.a et 5.b sont encore
valables dans le cas général.

d En déduire que si A et B sont semblables, alors comA et comB le sont.
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Corrigé

1 a Puisque A est triangulaire supérieure, pour tout j ∈ J1, kK, f(ej) = j∑
i=1

ai,jei ∈ Fk.

Par combinaison linéaire, f(Fk) ⊂ Fk. Comme f est un automorphisme ( car A
inversible), alors dim f(Fk) = Fk, d’où f(Fk) = Fk (puisqu’on est en dimension
finie).

b D’après la question précédente, on a : f−1(Fk) = f−1(f(Fk)) = Fk.
c D’après la question précédente, f−1(ek) ∈ Fk = Vect(e1, . . . , ek) pour tout

k ∈ J1, nK. Donc A−1 = MB
(
f−1

)
est triangulaire supérieure.

d On sait que A · t com(A) = det(A)In, d’où t com(A) = det(A)A−1. Puisque A−1

est triangulaire supérieure, t com(A) est triangulaire supérieure, et donc com(A)
est triangulaire inférieure.

2 Si A − λIn n’est pas inversible, alors det(A − λIn) = 0. or A est triangulaire, donc

det(A− λIn) =

n∏
i=1

(aii − λ). D’où det(A− λIn) = 0 ⇔ λ ∈ {a11, · · · , ann}.

3 Si A est nilpotente, alors ∃p ∈ N tel que Ap = 0, en particulier det(Ap) = det(A)p = 0,

donc det(A) =

n∏
i=1

aii = 0, d’où aii = 0 pour tout i ∈ J1, nK. D’après la question précé-

dente, on conclut que si A− λIn n’est pas inversible, alors λ = 0.

4 a Découle immédiatement de la question précédente.

b Pour ε 6= 0, la matrice A− εIn est triangulaire supérieure et inversible. D’après la
question 1.d, sa comatrice est triangulaire inférieure.

c L’application M 7→ com(M) est continue (ses coefficients sont des déterminants).
En faisant tendre ε → 0 dans l’égalité de la question précédente, on obtient par
passage à la limite que com(A) est triangulaire inférieure.

5 a Selon ce qui précède :
{|λ| | λ ∈ R∗ tel que A − λIn non inversible} = {|a11| , · · · , |ann| tel que aii 6= 0},
or A n’est pas nilpotente, donc ∃aii 6= 0.

D’où {|λ| | λ ∈ R∗ tel que A − λIn non inversible} est un ensemble fini non vide,
donc admet un plus petit élément, lui aussi non nul.

b Découle immédiatement de la définition :
α = min{|λ| | λ ∈ R∗ tel que A− λIn non inversible}.

c Puisque A− εIn est triangulaire supérieure et inversible, sa comatrice est triangu-
laire inférieure (question 1.d).

d Par continuité de la comatrice, en faisant ε → 0+, on conclut que com(A) est
triangulaire inférieure.

6 a A · t com(A) = det(A)In. Comme det(A) 6= 0, t com(A) est inversible, donc com(A)
l’est aussi et son rang vaut n.

b On a A · t com(A) = 0. Donc Im(t com(A)) ⊂ ker(A). Comme dim ker(A) = 1,
rg(com(A)) ≤ 1. Or rg(A) = n− 1, donc parmi les colonnes de A, on peut trouver
n− 1 colonnes indépendantes, ce qui implique que leur mineur associé est non nul,
donc au moins un coefficient de com(A) est non nul. D’où rg(com(A)) = 1.

c rg(A) ⩽ n − 2 signifie que toute famille de n − 1 colonnes de A est liée, donc
Tous les mineurs d’ordre n − 1 sont nuls, donc tous les cofacteurs sont nuls, d’où
com(A) = 0.

7 com(A) = det(A)(tA)−1. Ainsi :
operatornamecom(com(A)) = (det(com(A))) · (t com(A))−1

= det(A)n−1 ·
(
det(A)A−1

)−1

= det(A)n−2A

8 Résultat immédiat de la question 6.c.

9 a Déjà démontré en 6.b.

b Toute matrice de rang 1 s’écrit sous la forme d’un produit d’une matrice colonne
U non nulle et d’une matrice ligne tV non nulle (exercice déjà vu en TD, à savoir
refaire).

Page 2 sur 3 DM : Déterminants



CPGE Ibn Ghazi
MP 5/2 (Rabat)

Prof. Mamouni
https ://myismail.net

10 a In est inversible, donc com(In) = det(In) (In)T = In.
D’autre part com(λA) = λn−1 com(A), car tous les coefficients de com(λA) sont
des déterminants de taille n− 1.

b Comme A et B sont inversibles, alors AB l’est aussi (résultat du cours).
Donc : com(AB) = det(AB)(t(AB))−1

= det(A) det(B)(tB)−1(tA)−1

= com(A) com(B)

.

D’autre part : In = com(In)
= com(A.A−1)
= com(A) com(A)−1

.

Donc com(A)−1 = com
(
A−1

)
.

c Cas général : Selon la question précédente, on a :
com ((A− εIn)(B − εIn)) = com(A− εIn) com(B − εIn).
Or, l’application M 7→ com(M) est continue (ses coefficients sont des détermi-
nants). En faisant tendre ε → 0 dans l’égalité de la question précédente, on obtient
le résultat demandé.

d B = PAP−1. Alors (en utilisant les question 10.b et 10.c), on a :
com(B) = com(P ) com(A) com(P )−1, ce qui prouve que com(A) et com(B) sont
semblables.

FiN
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