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FichedeCours :Réduction
Notations

+ K = R ou C.

+ E un K-ev de dimension finie, dimE = n.

+ u ∈ L(E), B base de E et M = MB(u) ∈ Mn(K)

1. Matrices Blocs
Cas Triangulaire par blocs :

Si M =


A1 B1,2 · · · B1,r

0 A2
. . . ...

... . . . . . . Br−1,r

0 · · · 0 Ar

, alors :

+ det(M) =

r∏
i=1

det(Ai).

+ M inversible ⇐⇒ Ai est inversible, ∀i ∈ J1, rK.
Cas Diagonale par blocs : M = diag(A1, . . . , Ar), alors

+ det(M) =

r∏
i=1

det(Ai).

+ M inversible ⇐⇒ Ai est inversible, ∀i ∈ J1, rK.
Dans ce cas M−1 = diag(A−1

1 , . . . , A−1
r )

+ Mk = diag(Ak
1 , . . . , A

k
r ), ∀k ∈ N.

+ P (M) = diag(P (A1), . . . , P (Ar)), ∀P ∈ K[X].
En particulier : P (M) = 0 ⇔ P (Ai), ∀i ∈ J1, rK.

2. Somme de sous-espaces vectoriels

Soient F1, . . . , Fp des sev de E.

+ Somme : dim
(

p∑
i=1

Fi

)
) ≤

p∑
i=1

dimFi.

+ Somme directe :
p∑

i=1

Fi est directe ⇔ Fi∩
∑
j ̸=i

Fj = {0E}, ∀i ∈ J1, nK.
Dans ce cas on écrit :

p⊕
i=1

Fi au lieu de
p∑

i=1

Fi

+ Thm :
p∑

i=1

Fi est directe ⇐⇒ dim
(

p∑
i=1

Fi

)
=

p∑
i=1

dimFi.

+ Thm : Si
p∑

i=1

Fi est directe, alors ∀xi ∈ Fi, on a :

p∑
i=1

xi = 0 =⇒ xi = 0, ∀i ∈ J1, pK.
+ Base adaptée : Si

p∑
i=1

Fi est directe, alors toute

union de bases des Fi est une base de
p⊕

i=1

Fi,

appelée base adaptée à la somme directe
p⊕

i=1

Fi.

3. Stabilité
+ Stabilité :

un sev F est stable par u ssi u(F ) ⊂ F .
Endomorphisme induit :
Si F est stable par u, alors :

+ u|F : F → F
x 7→ u(x)

est un endomorphisme de F , appelé endomor-
phisme induit par u sur F .

+ ker(u|F ) = ker(u) ∩ F et Im(u|F ) = u(F ).

+ Commutativité :
Si u ◦ v = v ◦ u, alors ker v et Im v sont u-stables.
En particulier :
kerP (u) est stable par u, pour tout P ∈ K[X].

+ Matrice dans base adaptée :
- Si F est stable par u, si E = F ⊕ G, alors pour
toute B = B1 ∪ B2 base adaptée, on a :
MB(u) =

(
A B
0 C

)
avec A = MB1

(u|F )

- Si E =

p⊕
i=1

Fi, avec Fi tous stables par u, alors

pour toute B =

p∪
i=1

Bi base adaptée, on a :

MB(u) = diag(A1, . . . , Ap) avec Ai = MBi
(u|Fi

),
pour tout i ∈ J1, pK.
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3. Théorème de Décomposition des Noyaux

+ Thm : Si P = P1P2 · · ·Pk avec Pi ∧ Pj = 1 (i 6= j),

alors : kerP (u) =

k⊕
i=1

kerPi(u).

Si de plus P (u) = 0, alors E =

k⊕
i=1

kerPi(u).

Dans ce cas : Si pi est la projection sur kerPi(u)

parallèlement à
⊕
j ̸=i

kerPj(u). Alors

+
∑

pi = idE

+ p2i = pi, pour tout i ∈ J1, nK.
+ pi ◦ pj = 0,pour tout i, j ∈ J1, nK tel que i 6= j.
+ Chaque pi est un polynôme en u.

+ Diagonalisation par blocs : Toute matrice est
semblable à une matrice diagonale par blocs.

4. Valeurs propres et vecteurs propres

Soit u ∈ L(E) et M = MB(u) ∈ Mn(K).
Def :
λ ∈ K est valeur propre (va.p.) ssi il existe x 6= 0 tel
que u(x) = λx.
Dans ce cas

+ x 6= 0 est un vecteur propre (v.p.) associé à λ.

+ Sous-espace propre : Eλ(u) = ker(u− λidE).

+ Spectre : Sp(M) = Sp(u) = {λ ∈ K | Eλ(u) 6=
{0}}.

+ uk(x) = λkx, ∀k ∈ N

+ P (u)(x) = P (λ)x, ∀P ∈ K[X].

5. Polynôme minimal et caractéristique

+ Polynôme caractéristique :
χu(X) = χM (X) = det(XIn −M).

+ Thm : χM est unitaire et deg(χM ) = n.
χM (X) = Xn − Tr(M)Xn−1 + · · ·+ (−1)n det(M).

+ Thm : λ ∈ Sp(u) =⇒ λ est racine de tout poly-
nôme annulateur P de u.
Réciproque fausse en général !

+ Thm : λ ∈ Sp(u) ⇔ χu(λ) = 0 ⇔ πu(λ) = 0.

+ Thm :
n∑

i=1

λi = Tr(M) et
n∏

i=1

λi = det(M).

où (λi)1⩽i⩽n vap de u comptées avec leur multipli-
cités dans C.

+ Cayley-Hamilton : χu(u) = 0. Donc πu | χu.

+ Endomorphisme induit : Si F est stable par u,
χuF

| χu et πuF
| πu.

+ Thm : 1 ≤ dimEλ(u) ≤ mλ,
où mλ est la multiplicité de λ dans χu.

+ Si M =


A1 B1,2 · · · B1,r

0 A2
. . . ...

... . . . . . . Br−1,r

0 · · · 0 Ar

,

alors : χM =

r∏
i=1

χAi .

+ M = diag(A1, . . . , Ar), alors :

χM =

r∏
i=1

χAi
et πM = ppcm(Ai)1⩽i⩽r.

6. Diagonalisation

+ u est diagonalisable ssi elle existe B base de E tq
MB(u) soit diagonale.

+ A ∈ Mn(K) diagonalisable ssi A est semblable à
une matrice diagonale.

+ u est diagonalisable ssi M = MB(u) l’est aussi.

+ Thm :
Si u est diagonalisable alors χu et πu scindés.
La réciproque est en général fausse.

+ Thm Fondamental : Si χu est scindé, alors :
u diagonalisable
⇐⇒ ∃B base propre de u (formée par des vep de u)
⇐⇒ E =

⊕
λ∈Sp(u)

⇐⇒ dimE =
∑

λ∈Sp(u)

dimEλ(u)

⇐⇒ ∀λ ∈ Sp(u), dimEλ(u) = mλ.
⇐⇒ u admet un polynôme annulateur scindé à ra-
cines simples
⇐⇒ πu est scindé à racines simples

+ Thm : A = PDP−1 est diagonalisable, alors
D contient les vap et P contient les vep en colonnes.

+ Thm : Si χu scindé à racines simples (i.e.
card (Sp(u)) = n) alors u est diagonalisable
La réciproque en général fausse.

+ Thm Spectral) : Toute matrice symétrique réelle
A ∈ Sn(R) est orthogonalement diagonalisable :
A = PDP−1 avec P−1 = PT

+ Cas Nilpotent : u nilpotent d’indice p
⇔ up = 0 et up−1 6= 0 ⇔ πu = Xp

⇔ Sp(u) = {0} ⇔ χu = Xn.
Dans ce cas : u est diagonalisable ⇐⇒ u = 0.
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