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(2. Somme de sous-espaces vectoriels (3. Stabilité )
B Soient Fi,..., F, des sev de E. = Stabilité :
= K=RouC. un sev F est stable par u ssi u(F) C F.
. Ld Lo Endomorphisme induit :
= [/ un K-ev de dimension finie, dim F = n. = Somme : dim Z Fi)) < Z dim F;. Si F est stable par u, alors :
i=1 i=1
w y € L(E), Bbasede E et M = Mp(u) € M, (K) = Szg)mme directe : =ouyp: Fo—o F( )
x — uz
(1. Matri Bl Z F; est directe < F; OZ Fy ={0g}, Vi€ [1,n]. est un endomorphisme de F', appelé endomor-
: Vatrices blocs i=1 J# phisme induit par u sur F'.
Cas Triangulaire par blocs : , P P =k —k Fotl — u(F
A, Biy - B Dans ce cas on écrit : @FZ au lieu de ZFi er(ujp) = ker(u) N F et Im(up) = u(F).
0 A : =t =t 1 Commutativité :
Si M = ) 2 , alors : L=y ’Iz‘)hm : . . Siuwowv=wvou,alors kerv et Imv sont u-stables.
: : By_1, ‘ . . A\ _ S En particulier :
o - 0 A, Zl F; est directe <= dim (Zl FZ) n Zl dim £ ker P(u) est stable par u, pour tout P € K[X].
- p ww Matrice dans base adaptée :
v det(M) = Hdet(Ai)' 1 Thm : Si ZFZ' est directe, alors Vx; € Fj, on a : - Si F est stable par u, si E = F & G, alors pour
=1 i=1 toute B = B; U By base adaptée, on a :
: . st i ; P A B
ww )M inversible <= A; est inversible, Vi € [1,7r]. in —0 — 2= 0, Vie[l,p]. Mg(u) = ( C’) avec A = Mg, (u|p)
Cas Diagonale par blocs : M = diag(44,...,A,), alors =1 P
. p -Si E = @Fi7 avec F; tous stables par u, alors
w det(M) = Hdet(Ai). 1= Base adaptée : Si Z:Fz est directe, alors toute =
i=1 =l p pour toute B = U B; base adaptée, on a :
w M inversible <= A; est inversible, Vi € [1,7]. union de bases des Fj est une base de () Fi, .=t
Dans ce cas M~! = diag(A;* AT ol 26:91 Mp(u) = diag(Ay, ..., Ap) avec A; = Mg, (ur,),
I p pour tout 7 € 1, p].
w MF = diag(A¥ AF), Yk €N appelée base adaptée a la somme directe @ F;. N s
b AT, .
i=1
w P(M) = diag(P(4,),...,P(4,)), VP € K[X]. ~
En particulier : P(M) =0 < P(4;), Vi€ [1,7].
-
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(3. Théoréme de Décomposition des Noyaux

e - T s PRI
5. Polyn6me minimal et caractéristique

(6. Diagonalisation

w Thm:SiP=PPFP- P avecPi/\szl (27&]),
k
alors : ker P(u) = @ker Pi(u).
i=1

k
Si de plus P(u) =0, alors £ = @kerﬂ-(u).

i=1
Dans ce cas : Si p; est la projection sur ker P;(u)

parallélement a @ker Pj(u). Alors
J#i
s Zpi =idg
= p? = p;, pour tout i € [1,n].
= p; o p; = 0,pour tout i,j € [1,n] tel que ¢ # j.
i Chaque p; est un polyndéme en u.

= Diagonalisation par blocs : Toute matrice est
semblable & une matrice diagonale par blocs.

(4. Valeurs propres et vecteurs propres

Soit u € L(E) et M = Mp(u) € M, (K).

Def :
A € K est valeur propre (va.p.) ssi il existe z # 0 tel
que u(z) = Ax.

Dans ce cas
= 1 # 0 est un vecteur propre (v.p.) associé a A.
= Sous-espace propre : E)(u) = ker(u — A\idg).

ww Spectre : Sp(M) = Sp(u) = {A € K | Ex(u) #

{0}}-
w uF(z) = Nz, Vk € N

w P(u)(z) = P(\)z, VP € K[X].

= Polyn6me caractéristique :
Xu(X) = xm(X) = det(X 1, — M).

= Thm : y,s est unitaire et deg(xar) = n.
Yu(X)=X"—Tr(M)X" L+ 4+ (=1)"det(M).

w Thm : A € Sp(u) = A est racine de tout poly-
noéme annulateur P de u.
Réciproque fausse en général!

w Thm : ) € Sp(u) © xu(A) =0 m(A) =0.

n n

w Thm : » ;= Tr(M) et [[Ai = det(M).

i=1 i=1
ol (Ai)i<i<n vap de u comptées avec leur multipli-
cités dans C.

i Cayley-Hamilton : x,(u) = 0. Donc 7, | Xu-

15 Endomorphisme induit : Si F' est stable par u,
Xup | Xu €6 Tup | Tu-

w Thm : 1 <dim E)(u) < my,
ou my est la multiplicité de A dans x,.
A Bip -+ DBy
wgim=| 0 A ,
Br—l,r
0 0 A,

-
alors : xp = HXAr
i=1

w M = diag(44,...,A4,), alors :

XM = HXAi et Ty = ppem(A;)igigr
i=1

= o est diagonalisable ssi elle existe B base de E tq
Mp(u) soit diagonale.

w A € M,(K) diagonalisable ssi A est semblable &
une matrice diagonale.

=y est diagonalisable ssi M = Mpg(u) 'est aussi.

= Thm :
Si u est diagonalisable alors y, et m, scindés.
La réciproque est en général fausse.

= Thm Fondamental : Si yx, est scindé, alors :
u diagonalisable
<= 3B base propre de u (formée par des vep de u)

@E:@

AESP(u)
< dimFE = Z dim E (u)
AESP(u)

<= VA € Sp(u),dim E)(u) = my.

<= u admet un polyndéme annulateur scindé a ra-
cines simples

<= m, est scindé & racines simples

1w Thm : A= PDP~! est diagonalisable, alors
D contient les vap et P contient les vep en colonnes.

1 Thm Si xu» scindé a racines simples (i.e.
card (Sp(u)) = n) alors u est diagonalisable
La réciproque en général fausse.

= Thm Spectral) : Toute matrice symétrique réelle
A € S,(R) est orthogonalement diagonalisable :
A=PDP~! avec P71 = PT

1 Cas Nilpotent : u nilpotent d’indice p
sSuP=0etuP 1 £0s 7, = X?
& Sp(u) = {0} & xu = X"
Dans ce cas : u est diagonalisable <— wu = 0.
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