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Préparation aux Oraux 2025

Extraits CCINP.

Exercice 1
(CCINP MP 2024 (donné avec le CCINP 95)) Pour (P, Q) € R[X]?,
+o0 22
on pose (P, Q) :/ P(z)Q(x)e™ 2 dx.

—00

1. Montrer que l'intégrale est bien définie et qu’il s’agit d’un produit scalaire.

2. Soit § € L(R[X]) tel que VP € R[X], 6(P) = P'.
On note ¢* I'adjoint de 6. Montrer que VP € R[X], 6*(P) = XP — P'.

3. On pose Hy =1 et Vk € N, Hy 1 = §*(Hy).
Calculer Hy, Hy et Hs.

4. Montrer que VP € R[X], Vk € N, (Hy, P) = (Hy, P®).
5. Montrer que (Hj)ren est une base orthogonale de IR[X].

Exercice 2
(CCINP MP 2024 (donné avec le CCINP 99)) Pour tout n € N, soit f,, :  — nz™(1 — x)

+o0
et S:x— Z fn(z) quand c’est défini.
n=0

1. (a) Etudier les convergences simples, uniformes et normales de »_ f;,.
b) Montrer que S est définie sur [0, 1] et continue sur [0, 1.

-(a)

(b)
2. (a) Expliciter S(x).

(b)

)

1
b) Montrer que S(z) ~ :
z=1- 1 —=x

(c) S est-elle continue en 17 Justifiez.

Exercice 3

(CCINP MP 2024 (donné avec le CCINP 37)) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € IN* et
u € L(E).
Soit f: LE) — L(E) '
UV = uowv
1. Montrer que toute valeur propre de f est également valeur propre de wu.
2. Soit A € Sp(u) et v un projecteur sur E)(u).
(a) Montrer que v est un vecteur propre de f.
(b) En déduire que u et f ont le méme spectre.

3. Pour A\ € Sp(u), on suppose que dim(Ey(f)) = ndim(E\(u)).
Montrer que f est diagonalisable ssi u est diagonalisable.



Exercice 4

(CCINP MP 2024 (donné avec le CCINP 73)) Soit u,, = fol In(1 4+ t")dt.
1. Donner le développement en série entiere de In(1 + ¢).

2. Montrer, avec le théoreme d’intégration terme a terme, que

+o00 (_1)]{,1

= 2 Rk 1)

k=1
T k-1
: (=1
3. Soit f:x .
oit f:x ; it 2)
(a) Montrer que f est de classe C! sur R.
(b) Déterminer u,, en fonction de f.
oo 2 2
1 s s
(¢) On admet ; 2= Montrer que u, W Tom

4. Mont NER, = 2 !
. Montrer que ,un—12n+n2+n%(jroo 3

tm ’ a b
1+t n n2 nd

1
5. Trouver (a,b,c) € R3 en fonction de \ tels que /
0

Exercice 5

(CCINP MP 2024 (donné avec le CCINP 111)) Soit la matrice A = < 1 _31
1. Déterminer les valeurs propres de A.

Montrer qu’il existe un unique A € R tel que B = A 4+ Als soit nilpotente.
2. Soit t € IR, calculer et et P,
=x—y

3. Résoudre le systeme d’équation différentiel , .
Yy =x+ 3y
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