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1. - INVERSIBLE DANS UN ANNEAU

Soit A un anneau non nécessairement commutatif et soit a,b € A tels que 1 — ab soit
inversible. Montrer qu’alors 1 — ba est également inversible.

Indication Solution F. Geoffriau



Agrégation Interne de Mathématiques, Université de La Rochelle, Exercices sur les anneauz et corps
2. - IDEMPOTENTS ET PRODUIT D’ANNEAUX

Soit A un anneau commutatif. On appelle élément idempotent tout élément z € A
vérifiant 22 = z.
a. Si A est le produit de deux anneaux B et C, montrer qu’il existe des éléments
idempotents de A distincts de 0 et de 1.
b. Supposons qu’il existe un élément b € A idempotent distinct de 0 et de 1. On pose
c=1—-b, B=bAet C = cA.
b.1. Montrer que c est idempotent et que bc = 0.
b.2. Montrer que B et C sont stables pour I'addition et la multiplication de A. En
déduire que B et C' sont des anneaux non nuls.
b.3. Montrer que ’application

A — BxC

Pl — (bzx, cx)

est un isomorphisme d’anneaux (qui permet d’identifier A avec B x ().
b.4. Les anneaux B et C sont-ils des sous-anneaux de A ?

Indication Solution F. Geoffriau
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3. -~ ENDOMORPHISME DU CORPS R

On veut montrer que le seul endomorphisme du corps R est 'identité. Soit f:R — R
un morphisme de corps (ou d’anneaux).
a. Montrer que pour tout z € Q, on a f(z) = z.
b. Montrer que pour tout z € R*, on a f(z) € R*.
c. Montrer que f est croissante.
d. Conclure.

Indication Solution F. Geoffriau
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4. - CORPS GAUCHE DES QUATERNIONS

Soit a,b € C, on pose

M(a,b) = (Z __5) € M (C)

a

et
H = {M(a,b); a,be C}

a. Soit a,b,c,d € C. Montrer que la somme et le produit des matrices M(a,b) et M(c,d)
appartiennent a H.

b. Montrer que H est un corps gauche, il est appelé le corps de quaternions.

c. Déterminer un morphisme injectif de C dans H (qui permet d’identifier C & un sous-
corps de H).

d. On pose £ = M(1,0), I = M(0,1), J = M(3,0) et K = M(0,4). Montrer que H est
un sous-R-espace vectoriel de My (C) et que la famille (E, I, J, K) est une base de H.

e. Montrer que

I’?=J°=K?=—-F IJ=-JI=K JK = —-KJ=1 KIl=—-IK=1J

f. Quel est le centre de H ?

Indication Solution F. Geoffriau
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5. - ELEMENT NILPOTENT

Soit A un anneau. On dit qu'un élément a € A est un élément nilpotent s’il existe
k € N* tel que a* = 0 et dans ce cas I'indice de nilpotence de a est 'entier p tel que
a? =0 et a?~! # 0. L’élément nul est le seul élément d’indice de nilpotence égal & 1.
a. Etudier les éléments nilpotents d’un anneau integre.
b. Déterminer les éléments nilpotents de ’anneau Z/87Z ; comparer leur ensemble a celui
des diviseurs de 0.

Faire de méme pour 'anneau Z/127Z.
c. Sia et b sont deux éléments nilpotents de A qui commutent entre eux, montrer que
a + b et ab sont aussi nilpotents. Que peut-on dire des indices correspondants si a et b
sont respectivement d’indices p et ¢ 7
d. Montrer que, si x € A est tel que 1 — x soit nilpotent, alors x est inversible et 1 —z~
est nilpotent.

1

Indication Solution F. Geoffriau
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6. — ANNEAU FINI

Soit A un anneau integre de cardinal fini. Montrer que A est un corps.

Indication Solution F. Geoffriau
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7. - ANNEAU ORDONNE

Soit (A, +, x <) un anneau commutatif ordonné, i.e. un anneau (A, +, X) muni
d’une relation d’ordre < vérifiant
1. Ve,y,z€A,e<y=—z+2<y+z;

Vr,y,z€ A,z <yet z>0= xz <yz.

Soit z,y € A tels que x < y. Montrer que —y < —z.
Soit x,y, z € A tels que x < y et z < 0. Montrer que zz > yz.
Supposons que l'ordre sur A est total. Montrer que pour tout a € A, on a a? > 0.
En déduire que C n’est pas un anneau totalement ordonné quelque soit 1’ordre que
I’on considere.
d. Montrer que 'anneau A est de caractéristique nulle.

SRR

Indication Solution F. Geoffriau
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8. - LE THEOREME CHINOIS DANS UN ANNEAU COMMUTATIF

Soit I et J deux idéaux d’un anneau commutatif A tels que I + J = A.

a. Etablir que INJ =1J.
b. On considere I'application p: A — A/I x A/J qui a x € A associe le couple de ses
classes modulo I et J. Montrer que ¢ est un morphisme d’anneaux et déterminer son

noyau.
c. Montrer que les anneaux A/I.J et A/I x A/J sont isomorphes.

Indication Solution F. Geoffriau
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9. - LES ENTIERS DE (GAUSS

On pose
Z[i| = {a+ib; a,beZ}

a. Prouver que Z[i] est un sous-anneau de C.
b. On note U l’ensemble des éléments inversibles de Z[i] et pour tout £ € C, on pose
N(€) = €€ = [¢]2.

Soit z € Z[i]. Montrer que x € U si et seulement si N(x) = 1. En déduire que
U=1{1,-1,i,—i}.
c. Soit a,b € Z[i], b # 0. Prouver qu’il existe ¢,r € Z[i] tels que a = bg + r et
N(r) < N(b).
d. Soit I un idéal de Z[i]. Montrer qu'il existe x € Z[i] tel que I = zZ][i].

Indication Solution F. Geoffriau
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10. - UN SOUS-ANNEAU DE R
Soit m € N* et a = vm? + 1. On pose

Zol={z+ay eR; z,y €L}

et w=m+a. Pour a = x + ay € Z[a] avec x,y € Z, on pose N(a) = 2% — a?y?.

a. Montrer que Z[a] est un sous-anneau de R et que pour tous a,b € Z[a], on a
N(ab) = N(a)N(b)

b. Soit a € Z[a]. Montrer que a est inversible dans Z[a] si et seulement si N(a) € {—1,1}.

c. Soit a = x + ay € Z[a] (avec x,y € Z) un élément inversible strictement supérieur a
1.

c.1. Montrer que y est non nul et que |x| > m.

c.2. Prouver que z,y € N* et que a > w.

d. Montrer que 'ensemble des éléments inversibles de Z[a] est

{ew™ ee€{-1,1} et n € Z}

Indication Solution F. Geoffriau
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11. - ANNEAU DES SERIES FORMELLES

Soit k un corps et k[[X]] 'anneau des séries formelles a coefficients dans k ;

K[[X]] = {Z anX™; VneNa, € k}

Montrer que k[[X]] est un anneau integre. Caractériser les inversibles de k[[X]].
Montrer que tout idéal non nul de k[[X]] est de la forme XPk[[X]] avec p € N.
En déduire que k[[X]] est principal et déterminer ses éléments irréductibles.
Montrer que k[[X]] est euclidien.

Rl

Indication Solution F. Geoffriau
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12. - UN ANNEAU NON FACTORIEL

Soit Z[+/13] le plus petit sous-anneau de R contenant Z et v/13.
a. Montrer que tout élément de cet anneau peut s’écrire de maniere unique sous la forme
a + b/13 avec a,beZ.
b. A un élément o = a + b\/13 (a,b € Z), on associe 1’élément conjugué @ = a — b/13.
Montrer que pour «, 8 € Z[v/13], on a

at+pf=a+p et af=ap

c. En considérant 'application N :Z[\/1_3] — Z; a — aa, caractériser le groupe U des
inversibles. Vérifier que 1, —1, 18 4+ 5v/13, 18 — 5v/13, —18 4+ 5v/13 et —18 — 51/13 sont
inversibles.

d. Montrer que les éléments 2, 3 + v/13 et —3 + /13 sont irréductibles dans Z[\/l_?)] On
sera ammené a discuter ’équation a? — 13b% = £2 pour a,b € Z et & montrer qu’elle n’a
pas de solution en considérant les différents cas possibles suivant la parité de a et b.

e. Montrer que 'anneau Z[v/13] n’est pas factoriel.

Indication Solution F. Geoffriau
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13. - APPLICATION DU THEOREME CHINOIS DANS Z[X]
Déterminer les polynomes P de Z[X] tels que

P=X’mod3X%®+1 e P=2X+1mod X?

Indication Solution F. Geoffriau
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14. - COEFFICIENTS DE BEzouT

Soit P = X% +3X4+ X3+ X?2+3X +1et Q=X*+2X3+ X + 2. Trouver deux
polynomes U et V tels que UP + V(@ soit un pged de P et de Q).

Indication Solution F. Geoffriau
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15. - PGCD ET ALGORITHME D’EUCLIDE

Soit p et ¢ deux entiers tels que 1 < ¢ < p et d leur pged. Montrer que le pged de
XP —1etde X7 —1est X—1.

Indication Solution F. Geoffriau
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16. - POLYNOMES IRREDUCTIBLES A COEFFICIENTS DANS Z/27Z

Déterminer les polynomes irréductibles de (Z/27)[X] de degré au plus 3.

Indication Solution F. Geoffriau
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17. - EXTENSION DE CORPS

On considere le polynome P = X4 —10X? + 1 € Q[X].
a. Déterminer ses racines dans R, et montrer qu’il est irréductible dans Q.
b. Soit a une racine de P. On note Q[a] la Q-algebre engendré par a. Montrer que Q[«]
est I’ensemble des éléments de R de la forme aa? + ba? + ca + d avec a,b,c,d € Q.
c. On considere 'application ¢ de Q[X | dans Q[a] qui a @ € Q[X] associe Q(«). Montrer
que ¢ est un morphisme surjectif de Q-algebres.
d. Déterminer le noyau de . En déduire que Q[a] est isomorphe au quotient de Q[X]
par idéal engendré par P, et que Q[a] est un corps. On dit que P est le polynéme
minimal de a.

Indication Solution F. Geoffriau
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18. - PGCD ET EXTENSION DE CORPS
Soit k un sous-corps d'un corps commutatif K. Soit P,Q € k[X], P irréductible.

On suppose que P et @, considérés comme éléments de K[X], ont une racine commune.
Montrer que P divise Q.

Indication Solution F. Geoffriau
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1. - INVERSIBLE DANS UN ANNEAU
Indication

Faire du calcul formel inspiré du développement en série entiere de (1 — z)~ 1.

Enoncé Solution F. Geoffriau
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2. - IDEMPOTENTS ET PRODUIT D’ANNEAUX

Indication
a. Penser a Z/27 x 7/27.
b. b.1. Ecrire.
b.2. Ne pas oublier 'unité et éviter de montrer les associativité, commutativité et
distributivité.

b.3. On pourra considérer ’application

Bx(C — A

v (z,y) +— w4y

b.4. L’unité!

Enoncé Solution F. Geoffriau
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3. - ENDOMORPHISME DU CORPS R
Indication

a. Montrer pour x € N, puis pour x € Z et enfin pour € Q. Pour le dernier cas, en
écrivant x = p/q avec p,q € Z, on pourra écrire qr = p.

b. Utiliser la racine carrée.

c. Pourz,yeR,onar<y<=y—zecR".

d. Utiliser des encadrements d’un réel par des rationnels.

Enoncé Solution F. Geoffriau
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4. - CORPS GAUCHE DES QUATERNIONS
Indication

Faire les calculs.

Montrer que H est un sous-anneau de My (C). Pour les inverses, utiliser le déterminant.
A un complexe a € C lui associer M (a,0).

Ecrire un élément de H comme combinaison linéaire de E I, Jet K.

Calculer

Un élément du centre commute avec I, J et K.

S R W eI ol

Enoncé Solution F. Geoffriau
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5. — ELEMENT NILPOTENT
Indication

a. Il n’y en a pas beaucoup.
b. Dans Z/8Z, les éléments nilpotents sont 0, 2, 4 et 6, ce sont les diviseurs de zéro a
part 0 qui est nilpotent sans étre diviseur de zéro. Cela se généralise a Z/nZ pour n de
la forme p* avec p premier.

Dans Z /127, les éléments nilpotents sont 0 et 6 et les diviseurs de zéro sont 2, 3, 4, 6,
8 et 10. Un élément nilpotent non nul est diviseur de zéro, la réciproque est généralement
fausse.
c. Utiliser la formule du binéme de Newton pour a + b.
d. Montrer que si a et b sont deux éléments permutables (i.e. tels que ab = ba), alors,
pour n € N*,

an o bn _ (CL . b)(an—l + an—2b+ ce bn—l)

Enoncé Solution F. Geoffriau
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6. — ANNEAU FINI
Indication

Pour a € A non nul, application x — ax est injective, donc bijective.

Enoncé Solution F. Geoffriau



Agrégation Interne de Mathématiques, Université de La Rochelle, Exercices sur les anneauz et corps

7. - ANNEAU ORDONNE
Indication

Utiliser la comptabilité avec 'addition.

Considérer —z.

Faire deux cas. Pour C, considérer 1 et —1.

Montrer par récurrence que 0 < n -1, pour tout n € N*.

pe o

Enoncé Solution F. Geoffriau
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8. - LE THEOREME CHINOIS DANS UN ANNEAU COMMUTATIF
Indication

a. Pour l'inclusion non triviale, écrire I'unité de A en fonction d’éléments de I et de J.

b. Considérer I'application A — A x A; x — (z,z) et les surjections canoniques de A
sur A/l et A/J.

c. Pour montrer que 'application déduite de ¢ par passage au quotient est surjective,
considérer I'application qui a (y,z) € A x A associe vy + uz ou u et v sont des éléments
de I et de J respectivement vérifiant u 4+ v = 1.

Enoncé Solution F. Geoffriau
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9. - LES ENTIERS DE (GAUSS
Indication

Ecrire.

Calculer N (zy) pour z,y € Z[i].

Diviser dans C et approcher les parties réelle et imaginaire par des entiers.
Considérer un élément xg € I tel que N(zg) < N(x) pour tout x € I\ {0}.

pe o

Enoncé Solution F. Geoffriau
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10. - UN SOUS-ANNEAU DE R
Indication

a. Eerire.

b. Les éléments inversibles de Z sont 1 et —1.

c. c.1. Siy estnon nul et si|z| <m, majorer N(a).

c.2. Supposer zy < 0 et encadrer 1/a.

d. Pour a inversible supérieur ou égal a 1, il existe n € N tel que a € [w™, w" 1]

Enoncé Solution F. Geoffriau
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11. - ANNEAU DES SERIES FORMELLES
Indication

a. On pourra considérer la valuation v définie par, pour @ = } _ya, X" non nul,
v(a) =min{n € N; a, # 0} avec la convention v(0) = 4oo0.
Les inversibles sont les éléments ) a, X" tels que ag # 0.
b. Si I est un idéal non nul de k[[X]], on pose p = min{v(z); =z € I}.
L’anneau k[[X]] n’a qu'un élément irréductible (& inversible pres) qui est X.
d. Le stathme de k[[X]] est v.

o

Enoncé Solution F. Geoffriau
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12. - UN ANNEAU NON FACTORIEL
Indication

a. L’anneau Z[v/13] est l’ensemble des expressions polynomiales en /13 a coefficients
dans Z;

ZIV13] = {Zak(\/ﬁ)k; n € N et ay GZ,k:O,...,n}
k=0

b. Calculer.
c. Montrer que, pour o, 3 € Z[V13], N(af) = N(a)N(3). Les inversibles de Z[/13]
sont les éléments « tels que N («) soit inversible dans Z.
d. Si 2 est réductible, il existe a, 3 € Z[v/13] non inversibles tels que 2 = a3, on montre
qu’alors N(a) = £2 et N(f) = £2.

Pour montrer que ’équation a? — 13b?> = £2 n’a pas de solution, on montre que, si b
est pair (resp. impair), alors a est pair (resp. impair).
e. Indiquer un élément de Z[\/ﬁ] décomposable de deux facons non équivalentes en
produit d’éléments irréductibles.

Enoncé Solution F. Geoffriau
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13. - APPLICATION DU THEOREME CHINOIS DANS Z[X]
Indication

Bien que Z[X] ne soit pas principal, on peut ici appliquer le théoréme chinois.

Enoncé Solution F. Geoffriau
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14. - COEFFICIENTS DE BEZOUT
Indication

Utiliser ’algorithme d’Euclide.

Enoncé Solution F. Geoffriau
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15. - PGCD ET ALGORITHME D’EUCLIDE
Indication

Considérer 'algorithme d’Euclide pour p et ¢ ainsi que pour X? — 1 et X7 — 1 ou
décomposer les polynomes en produit de facteurs irréductibles.

Enoncé Solution F. Geoffriau
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16. - POLYNOMES IRREDUCTIBLES A COEFFICIENTS DANS Z/27Z
Indication

Montrer qu’un polynéme de degré 2 ou 3 est irréductible si et seulement s’il n’a pas
de racine dans Z/27Z.

Enoncé Solution F. Geoffriau
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17. - EXTENSION DE CORPS
Indication

Les racines de P sont \/§+\/§, \/5—\/_, V2 +V3 et —/2 - /3.
On a Qo] = {Q(a); Q € Q[X]} et P(a) = 0.

Le noyau de ¢ est I'idéal (P), utiliser 1’exercice 18 ou utiliser que ker ¢ est principal.

Enoncé Solution F. Geoffriau
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18. - PGCD ET EXTENSION DE CORPS
Indication

Montrer qu'un pged de P et @ considérés comme polynomes de k[X] est aussi un pged

de P et @ considérés comme polynémes de K[X].
Ou considérer un idéal de K[X] contenant P et @) et son intersection avec k[X].

Enoncé Solution F. Geoffriau
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1. - INVERSIBLE DANS UN ANNEAU
Solution

Soit ¢ 'inverse de 1 — ab. On a

(1 4+ bca)(1 —ba) =1 —ba+ bca — bcaba =1 — ba + be(1 — ab)a=1—ba+ ba =1
(1 —ba)(1+ bca) =1 —ba+ bca — babca =1 — ba + b(1 — ab)ca =1 —ba + ba =1

Ainsi 1 — ba est inversible d’inverse 1 + bca.

Pour découvrir 'inverse supposé de 1 — ba, on peut faire du calcul formel. A priori les
calculs suivants n’ont aucun sens, ils ne constituent pas une preuve,

(1—ba)™ =3 (ba)f =1+ b<Z(ab)"€)a —1+b(1—ab)a

keN keN

Enoncé Indication F. Geoffriau
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2. - IDEMPOTENTS ET PRODUIT D’ANNEAUX
Solution

a. Les éléments 04 = (0p,0¢) et 14 = (1p,1¢) sont des éléments idempotents, mais il
en est de méme des éléments (0p, 1¢) et (15,00).
b. b.1. On a

A=1-0b*=1-2b+b*=1-2b+b=1-b=c
be=bl-b)=b—-b>=b—b=0

ainsi ¢ est un élément idempotent de A et bc = 0.
b.2. Soit z,y € B, il existe 2’,y’ € A tels que x = bx’ et y = by’. Alors

r+y=0br+by =bx"+y')eB et xy=>br'by =0(z'by’)e B

Ainsi B est stable pour 'addition et la multiplication et donc leurs restrictions sont des
lois de composition interne dans B. Comme ces lois sont commutatives, associatives et
I'une distributive sur 'autre dans A, il en est de méme de leurs restrictions a B. Et 0
étant I’élément neutre pour ’addition dans A et appartenant a B, c’est I’élément neutre
pour 'addition dans B. Soit x € B, il existe V' € A tel que x = b’ et

br = bbx' =bx' ==

Enoncé Indication F. Geoffriau
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donc b est I'’élément neutre pour la multiplication dans B. Ainsi B est un anneau
commutatif non nul.

De méme C' est un anneau commutatif non nul.
b.3. Soit z,y € A. On a

ez +y) = bz +y),cl@+y)) = bz + by, cx + cy) = (bx, cz) + (by, cy) = ¢(z)p(y)
o(xy) = (bry, cxy) = (baby, cxcy)(bx, cx)(by, cy) = o(x)p(y)

Et ¢(1) = (b,c) qui est I’élément neutre de B x C. Ainsi ¢ est un morphisme d’anneaux.
Soit x € A. On a

o) =0= (bz,cx) =0=br=cr=0=a2=(b+c)x =0

Donc ¢ est injective.
Soit (x,y) € B x C. 1l existe ',y" € A tel que x = bz’ et y = cy’. Alors

ez +y) = (b(ba' + cy), clba’ + cy)) = (V2" + bey’, cba’ + *y') = (ba', cy') = (z,y)

Donc ¢ est surjective.

Ainsi ¢ est un isomorphisme d’anneaux de A sur B x C.
b.4. Les anneaux B et C' ne sont pas des sous-anneaux de A car ils n’ont pas les mémes
éléments unités.
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3. - ENDOMORPHISME DU CORPS R
Solution

a. Puisque f est un morphisme d’anneaux, on a f(0) =0 et f(1) = 1. Soit z € Q. On a
f(0z) = f(0) =0=0f(x). Soit n € N, supposons que f(nx) =nf(x), alors

f((n+1)z) = f(nz + 2) = f(nz) + f(z) = nf(z) + f(z) = (n + 1) f(z)

Donc d’apres le théoréme de récurrence, pour tout n € N, on a f(nx) = nf(z). Soit
neN ona

f((=n)z) = f(-nz) = —f(nz) = —(nz) = (-n)z

Et donc pour tout n € Z, f(nx) = nf(z). En particulier pour tout n € Z, f(n) =
f(nl) =nf(1l) =n. On a montré que le seul endomorphisme d’anneaux de Z dans 7Z est
I'identité.

Soit z € Q). Il existe p € Z et ¢ € N* et

p=f(p) = flqz) = qf ()

D'ou f(x) = % = z. On a montré que le seul endomorphisme d’anneaux de Q dans Q est
I'identité.
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b. Soit z € RT. On a
f(Vx)? e RT

~
—
&
I
~
—~
—
B
\V]
~—
I

c. Soit z,y € R. On a
r<y=y-rE€R" = fy—2) eR" = f(y) - f(z) eERT = [f(2) < f(y)

Ainsi f est une application croissante.
d. Soit z € R. 1l existe deux suites (7, )nen €t (S, )nen convergeant vers x telles que

VneN rn <T <S8,

Alors
VneN rn = f(rn) < f(x) < f(sn) = sn

Et par unicité de la limite, on obtient f(z) = x.
Ainsi le seul endomorphisme d’anneaux de R dans R est I'identité.
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4. - CORPS GAUCHE DES QUATERNIONS
Solution

a. On a

M(a,b) + M(c,d) = (b
—b c —d ac—bd —ad—be
M(a,b)M(c,d) = (¢ = a
(a,5)M{e, d) (b a ) (d ¢ ) <bc+ad —bd+aa)
_ [ac—bd —bc+ad
bc+ad  ac—bd
Ainsi M (a,b) + M(c,d) et M(a,b)M (c,d) appartiennent a H.
b. D’apres la question précédente, les restrictions de I'addition et de la multiplication a
H sont des lois de composition interne. L’addition et la multiplication matricielles étant
associatives, commutative pour la premiere, la seconde étant distributive sur la premiere,

il en est de méme de leurs restrictions. Les éléments neutres de ces lois appartiennent a H
et donce ce sont aussi les éléments neutres de leurs restrictions. Ainsi H est un sous-anneau

de MQ(C)

S
|
sl g
N——
_|._
VR
SO
o
Ql
N——
I
VR
-~ o
+ +
L O
IS
T+
Slg,
N—
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Soit M € H \ {0}. Il existe a,b € C tels que M = M(a,b) et (a,b) # (0,0) car M est
non nul. On a

“ _ab':aa+b5:|a|2—l—|b|27é0

det(M(a,b)) = b

donc la matrice M est inversible dans Ms(C) et

_ _ 1 a b a —b
M t'=M@@b) 't=— (¢ >:M , eH
(@0 = e (—b a (\a\2+\br2 ra\2+\b\2>

De plus

M(0,1)M(4,0) = (Q é) # ( 0 B’) = M(i,0)M(0,1)

]

Ainsi H un corps non commutatif.
c. On considere application ¢:C — H qui & z € C associe M(z,0). Elle est injective,
o(1) = M(1,0) = I, et pour 2,2 € C,

oz +2")=M(z+2,0)= M(2,0)+ M(2',0) = ¢(2) + ¢(2")
p(22') = M(22',0) = M(2,0)M(2',0) = ¢(2)p(2)

Ainsi ¢ est un morphisme injectif d’anneaux.
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d. Soit M € H. 1l existe a,b € C tels que M = M (a,b) et il existe ay,as,b1,bs € R tels
que a = aj + tas et b= by +1by. Et

Mo (@ —b _ (a1 tiaz —by +iby
b a b1 + b a; — iay
1 0 0 -1 1 0 0 1
—a1(0 1)+b1<1 0)—1—@2(0 —i>+b2(i 0)
:a1E+61I+a2J+b2K

Donc H est le sous-espace vectoriel de My (C) engendré par la famille (Z, I, J, K). De plus
cette famille est libre, c’est donc une base de H.
e. Ona

I? = M(0,1)M(0,1) = M(—1,0) = —-E  J*= M(i,0)M(i,0) = M(—1,0) = —E
IJ = M(0,1)M(@,0) = M(0,i) =K  JI =M(i,0)M(0,1) = M(0,—i) = —K
et

K?=(—JN(1J)=—-JI*]J=JEJ=J?=-E
IK=I°]J=—-EJ=—-J Kl=-JI?=JE=J
JK=—-J’I=EI=1 KJ=1J?>=—IE=-1I
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f.  Soit M un élément du centre de H. 1l existe a, b, c,d € R tel que M = aE+bl+cJ+dK.
Comme M commute avec tous les éléments de H, il commute avec I et J. Donc

al —bE+cK—-—dJ=IM=MI=al —bE —cK +dJ

douec=0et d=0. Et
aJ +bK =MJ=JM =aJ — bK

d’ou b = 0. Ainsi M = aF. Réciproquement tout élément de la forme aFE avec a € R
commute avec tout élément de H. Ainsi le centre de H est {aF; a € R}.
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5. — ELEMENT NILPOTENT
Solution

a. Soit @ un élément nilpotent de A et soit p € N* son indice de nilpotence. On a
a-aP~! =0et aP~! # 0. Ainsi a est nul ou est un diviseur de zéro. L’anneau A étant
integre, on obtient a = 0. Ainsi 0 est le seul élément nilpotent d’'un anneau integre.

b. On a vu a la question précédente qu’un élément nilpotent était soit nul, soit un diviseur
de zéro. Les diviseurs de 0 dans Z/8Z sont 2, 4 et 6. Et on a 23 = 0, 42 = 0 et 6% = 0,
ce sont des éléments nilpotents.

Donc dans Z/8Z, les éléments nilpotents non nuls sont les diviseurs de zéro. Cette
propriété se généralise aux anneaux de la forme Z/p*Z ou p est un nombre premier. En
effet un entier non nul n’est pas premier avec p* si sa décomposition en facteurs premiers
contient p, et dans ce cas sa puissance k-ieme est un multiple de p*.

Si une puissance d’un entier non nul est multiple de 12, la décomposition en facteurs
premiers de cet entier contient 2 et 3, réciproquement si 2 et 3 divisent un entier, le carré
de cet entier est un multiple de 12. Donc les éléments nilpotents de Z/127Z sont 0 et 6.
c. Puisque a et b commutent, on a

p+q—1
(a+b)Pra—t = Z Cﬁakb””_l_k
k=0
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Pour k € {0,...,p+q—1},sik >p,a* =0etsik <o, p+q—1—k > ¢q dou
prta=1=k — (. Ainsi (a + b)P*9=1 =0, a + b est nilpotent et son indice de nilpotence est
inférieur ou égal a p+ q — 1.

L’indice de nilpotence de a+ b peut étre strictement inférieur a p+g—1. Par exemple,
soit a un élément nilpotent non nul d’indice de nilpotence p > 1 et b = —a a méme indice
de nilpotence, mais a + b = 0 a pour indice de nilpotence 1 < 2p — 1.

Puisque a et b commutent, on a

(ab)min(p,q) — amin(p7Q)bmin(p7Q) =0

donc ab est nilpotent et son indice de nilpotence est inférieur ou égal a min(p, q).

L’indice de nilpotence de ab peut étre strictement inférieur a min(p, q). Par exemple,
soit a un élément nilpotent non nul d’indice de nilpotence p > 1 et soit b = a?~!, b est
nilpotent d’indice de nilpotence 2 et ab = 0 est nilpotent d’indice de nilpotence 1 < 2.
d. Soit x € A tel que 1 — x soit nilpotent. Soit p 'indice de nilpotence de 1 — x. Puisque
1 et £ commutent, on a

p

O0=(1—z)P =) Ch—ayF=1+ Xp:c,’;(—x)k =1 xicg(—x)kl
k=1 k=1

k=0

donc z Y} _; Ch(—z)*! = 1. Comme z et Y} _; CF(—z)F~! commutent, z est inversible
d’inverse Y7} _; Ch(—z)F~1.
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On a
(1—a )P =(—2"11- a:))p = (—z " HP(1 —2)? =0

Donc 1 — 2! est nilpotent.
On pourrait montrer de la méme fagon que si deux éléments commutent et si I'un est
nilpotent, le produit est nilpotent.
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6. — ANNEAU FINI
Solution

Soit @ € A non nul. L’application

A — A

ol 0 ax

est injective. En effet, puisque A est un anneau integre et a est non nul, pour tous
r,y € A, ona

po(@) =po(y) = ax=ay—=ar—ay=0—=alz—y)=0—=z—y=0=z=y

Et comme A est un ensemble fini, toute injection de A dans A est une bijection. Ainsi
g est bijective. Soit b € A l'antécédent de 1 par p,. Alors

ab = pq(b) =1
Et puisque A est un anneau commutatif, on a ba = 1 et b est 'inverse de a.

Ainsi A est un corps.
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7. - ANNEAU ORDONNE
Solution

a. On a

+y)
b. Puisque z < 0, alors —z > 0 et donc —xz = x(—2) < y(—z) = —yz. Ainsi yz < zz.
c. Soit a € A. Sia > 0, alors a2 = axa > ax0 = 0 et si a < 0, alors
a?=axa>ax0=0.

Si C est un anneau ordonné, 1 et —1 sont I'un positif, Pautre négatif. Or 1 = 12 et
—1 =142, donc 1 et —1 sont des carrés non nuls, donc strictement positifs. Contradiction.
Ainsi C n’est pas un anneau ordonné quelque soit ’ordre que I'on considere.

d. Ona1? =1, donc1 > 0. Soit n € N*. Sin-1> 0, alors (n+1)-1=n-1+1>n-1 > 0.
D’apres le théoreme de récurrence, on a donc 1-n > 0 pour tout n € N*, en particulier
n-17# 0. Ainsi A est un anneau de caractéristique 0.
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8. - LE THEOREME CHINOIS DANS UN ANNEAU COMMUTATIF
Solution

a. Soit x € I et y € J. Puisque I et J sont des idéaux, on a xy € [ et zy € J, d'ou
xy € I'NJ. Puisque IJ est I'idéal engendré par les produits xy, x € I et y € J, et puisque
INJestunidéal,ona lJ CINJ.

Réciproquement, puisque I + J = A, il existe u € I et v € J tels que u +v = 1. Soit
xelIndJ. Ona

r=xzu+yvelJ

carxeJ,ucletxel,veJ DoncINJ CIJ. AinsiINnJ=1J.
b. Soit 7y et 7 les surjections canoniques de A sur A/I et A/J respectivement. Ce sont
des morphismes d’anneaux et

Vee A o(z (7?1 )
Ona(la) = (m7(1a),7s5(14)) = (La/r, 1A/J) 1A/I><A/J Soit z,y € A, on a
p(x+y) = (m1(z +y),mi(x +y) = (7r(x) + 71 (y), 7r(x) + 75 (y))
= (m1(x), 7TJ( ) + (m1(y), s (y)) = ( )+90(y)
p(zy) (7TI ), m(xy ) ( 1(@)mr(y), 7 (x )WJ(y))
= (mr(2),m5(2)) (71 (y), 7s(y)) = (x)w(y)
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Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.
Soit x € A, on a

_ _ mi(z) =0
z € ker(p) <= ¢(z) = 0 <= (m/(z),7;(z)) =0 <= {Tf]([l)) _ 0
= {er —zclnNJ=zclJ
xeJ
Ainsi le noyau de ¢ est I'idéal I.J.
c. Puisque ker(¢) = IJ, ¢ induit par passage au quotient un morphisme injectif

d’anneaux @: A/IJ — A/I x A/J qui & x € A/IJ associe (mr(z’),m;(z')) ou a’ est
un représentant de x dans A. De plus im(®) = im(y), donc pour montrer que @ est
surjectif, il suffit de montrer que ¢ est surjectif.
Soit (z,y) € A/I x A/J. Soit 2',y" € A tels que x = m;(z’) et y = 7;(y'). On a
o(z'v+y'u) = (m(a:'v + y'u) mr(z'v + y'u))
= (mr(z ) +mr(y)mr(u), my () my(v) + 7y ) (u)
(7TI ) = (z,y)
car mr(u) =0 (u € I), my(v) = (UGJ) w)=1letmy(v) =1 (u+v=1). Ainsi ¢
est surjectif.

En conclusion @ est un isomorphisme d’anneaux et les anneaux A/I.J et A/I x A/J
sont isomorphes.
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9. - LES ENTIERS DE (GAUSS
Solution

a. Onal=1+40x1 € Z[i. Soit z, 2 € Z[i], il existe a,b,a’, b’ € Z tels que
z=a+1ib et 2 =ad +ib
Alors
z—2' =(a—d)+i(b-V) € Z[i] et 22" = (ad’ — V') + i(ab’ + ba') € Z][i]

car a —a',b—b',aa’ —bb',ab + ba’ € Z. Ainsi Z[i] est un sous-anneau de C.
b. Supposons z inversible dans Z[i] et soit z’ son inverse. Alors

N(2)N(Z) = 2P| = |22 =1
Or N(z),N(2') € Z. Donc N(z) € —1,1 mais comme N(z) >0, on a N(z) = 1.
Réciproquement, supposons N(z) = 1. Alors 2z = 1, et Z € Z[i]. Donc z est inversible

dans Z[i].
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c¢. On pose
¢ = E(gm(%) + %) +z’E(3m<%> + %) € Z[i]

ou E(z) désigne la partie entiere du réelle z. Alors

a a 2 1 1 1
V3=l dei-te
b p I SytTiTacs

car |[x — E(zx +1/2)| < 1/2 pour z € R.
On aurait pu aussi dire que les disques de centre les points a coordonnées entieres et
de rayon 1 recouvrent le plan et donc il existe ¢ € Z[i] tel que

a

-—q| <1

’b q‘
On pose 7 = a — bg alors r € Z][i] et

a 2
N(r) = Irf* = 2|3 — | < bl = N(®)
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d. Si I = {0} alors I = 0Z[i]. Supposons I # {0} et soit o € I tel que
N(zp) = min{N(z); =z €I\ {0}}
On a z¢Z(i] C I. Soit x € I. D’apres la question précédente, il existe ¢,r € ZJ[i] tels que
x =qxo+ 1 et N(r) < N(xg. Comme [ est un idéal, on a r = x — gxg € I. Donc par

définition de zp, on a r =0, d’ou & = qzg € xoZ[i]. Ainsi I C zoZ][i].
Par conséquent I = x(Z][i].
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10. - UN SOUS-ANNEAU DE R
Solution

a. Onal=1+40x «a € Z[a]. Soit a,b € Z[a], il existe z,y,z’,y" € Z tels que
a=1x+yo et b=12"+79«a
Alors

a—b=(zx—2")+ (y—y)a € Z]a]
ab = (zz’ + yy'a®) + (zy + yz')a = (22’ + yy'(m® + 1)) + (zy' + y2')a € Z[o]

car x — ',y — v, xx’ +yy' (m? + 1), 2y’ + ya’ € Z. Ainsi Z[a] est un sous-anneau de R.

Pour z,y € Z, on pose r + ya = x — ya et

T +tyar +ya=(r—ya)(z' —y'a) = (xx'+yy'(m2+1)) —(zy +yz)a = (x + ya)(z' + y'a)

Soit a,b € Z[a], on a
N(a)N(b) = aabb = abab = N (ab)
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b. Soit a € Z[«]. Supposons que a soit inversible. Alors il existe b € Z[a| tel que ab = 1,
et donc
N(a)N(b) =N(ab) =N(1) =1
Comme N(a) et N(b) sont des entiers relatifs, N(a) est inversible dans Z et donc
N(a) € {-1,1}.
Supposons que N(a) € {—1,1}. Alors comme N(a) = aa, on a
1 =aN(a)a
et comme @ € Z[a], a est inversible d’inverse N (a)a.
c. c.1. Supposons que y = 0, alors a = x et N(a) = 22. Comme a est inversible, on a
22 =1, dott # € {—1,1}, ce qui contradit I’hypotheése a > 1. Donc y # 0.
Supposons que |z| < m. Alors
N(a) =2* = (m* + D)y* <m*(1 =) —¢y* < —y* < 1
ce qui contredit le fait que N(a) € {—1,1}. Donc |z| > m.

c.2. Supposons x et y de signe contraire. Alors |[a| = |z —ya| = |z|+ |yla>m+a > 1
et donc

)é‘ _ |N(a)al > 1

ce qui contredit que a > 1. Donc z et y sont de méme signe et comme a > 1, x et y sont
positifs.
Doncz,yeNeta=ac+ya>1+a=w.
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d. On a N(w) = —1, d’olt w est inversible et pour tout n € Z et ¢ € {—1,1}, ew™ est
inversible.

Réciproquement, soit a € Z[a] inversible. Quitte a remplacer a par son opposé
(Popposé d’un inversible est inversible), on peut supposer a > 0 et quitte & remplacer a
par son inverse, on peut supposer a > 1. Comme w > 1, la suite (w"),en est strictement
croissante et converge vers +oo, il existe donc n € N tel que

w?’L <a<wn—|—1

Alors aw™™ est inversible dans Z[a] et 1 < aw™™ < w. Donc, d’apres la question
précédente, aw " =1 et a = w".

Ainsi les éléments inversibles de Z[a] sont les éléments de Z[a] de la forme ew™ avec
ee{-1,1} et n € Z.
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11. - ANNEAU DES SERIES FORMELLES
Solution

a. On définit la valuation v par, pour a = ) @, X" nonnul, v(a) = min{n € N; a, #
0} (qui existe car {n € N; a,, # 0} est une partie non vide de N).

Soit @ =) cnanX™ et b= b, X" deux séries formelles non nulles. En notant
p et q les valuations de a et b respectivement, on a

a:ZanX” b:anX” ap #0 by #0

nzp nzq

et alors

ab = apb, + Z (i akbn7k>Xn

nzp+q+1 k=0

et comme k est un corps, il est integre et donc a,b, # 0. Ainsi ab est non nul et
v(ab) = p+q = v(a) + v(b). La convention v(0) = +oo permet d’étendre cette égalité au
cas ou a ou b est nul.

Soit a une série formelle inversible. Il existe b € k[[X]] tel que ab = 1, alors a et b
étant non nuls, on a

v(a) +v(b) =v(ab) =v(l) =0
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Donc v(a) = 0.
Réciproquement, soit a = ) a, X" une série formelle de valuation 0. On a ag # 0
et on définit une série formelle b = ZnGN b, X™ par récurrence by = 1/ag et

1
Vn € N* b, = —— Zakbn_k

Alors

ab = Z <i akbn,k>X” = aogbo + Z (aobn + i akbn,k>X” =1
k=1

neN k=0 n>1

et donc a est inversible.
Ainsi une série formelle est inversible si et seulement elle est de valuation nulle.
b. Soit I un idéal non nul. On pose

p=min{v(a); acl\{0}}

(qui existe car {v(a); a € I\{0}} est une partie non vide de N) et soit a = Y
I tel que v(a) =p. On a

a= ZanX” = ZanX” = XpZan+pX”

neN nzp neN

n
neN a, X" €
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La série formelle )y anq, X" est de valuation 0, elle est donc inversible. Ainsi X? € I
et XPk[[X]] C I.
Soit b= .nbnX™ € 1. Si b est non nul, par définition de p, v(b) > p, d’out

b=> a,X"=X"Y a,X"" € XPk[[X]]

nzp nzp

Donc I ¢ XPk[[X]].

Ainsi I = XPk[[X]].
c. D’apres la question précédente, les idéaux de k[[X]] sont principaux, ainsi k[[X]] est
un anneau principal, étant un anneau commutatif integre.

Les idéaux de k[[X]] forment une suite strictement croissante :

k[[X]] ¢ Xk[[X]] € X%k[[X]] C --- ¢ X"Kk[[X]] ¢ X"T'k[[X]] C --- C {0}

Donc k[ X X]] possede un seul idéal maximal Xk[[X]] et les séries formelles de valuation
1, générateurs de cet idéal, sont les éléments irréductibles de k[[X]].

Ainsi 'anneau k[[X]] n’a qu’un élément irréductible (& inversible pres) qui est X.
d. Soit a,b € K[[X]] avec b # 0. Soit p = v(b), il existe b’ inversible tel que b = XPv'. 11
existe co, c1,...,cp—1 € k et g € k[[X]] tel que

abl P =co+ e X 4o 1 XPT 4 gXP
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Onaa=bg+b(co+crX 44 c 1 XP7) et soit b'(co + 1 X + -+ +cp 1 XP71) est
nul, soit

v(b'(co+er X+ +epaXPH) =vl)+v(co+taX + -+ XPTH) <p=u(b)

Donc k[[X]] est un anneau euclidien de stathme v.
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12. - UN ANNEAU NON FACTORIEL
Solution

a. Onpose A = {a+bVv13; a,be Z}. Il est clair que A contient Z et /13. L’ensemble A
est non vide (0 = 0+0v13 € A). Soit z,y € A, il existe a,b, ¢,d € Z tels que x = a+b\/13
et y=c+ dy13. Alors

t+y=(a+c)+Ob+dV13e A et zy= (ac+13bd)+ (ad+ bc)V13 € A

car a + ¢, b+ d, ac+ 13bd et ad + be sont des entiers relatifs. De plus 1 = 14 0v/13 € A.
Donc A est un sous-anneau de R.
Soit B un sous-anneau de R contenant Z et v/13. Comme B est stable par addition et
multiplication, il contient tous les réels de la forme a + bv/13 avec a,b € Z. Donc A C B.
Ainsi A est le plus petit sous-anneau de R contenant Z et /13, c’est Z[/13].
b. Soit a, B € Z[/13], il existe a,b, ¢, d € Z tels que a = a+by/13 et 3 = c+d+/13. Alors

atfB=(a+)+(b+dVI3=(a+c) - (b+dVI3=a—-bWIB3+c—dVI3=a+[
aff = (ac+ 13bd) + (ad + bc)V'13 = (ac+13bd) — (ad+be)V13 = (a—bV13)(c—dV13) =a B
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c. Soit a, B € Z[/13. On a
N(af) = afaf = afap = aaff = N(a)N(f)
Donc N est un morphisme multiplicatif.
Attention : on n’a pas généralement N(a + 3) = N(a) + N(0).
d. Soit o un élément inversible de Z[v/13]. Alors
N(@)N(a™) = N(aa ™) = N(1) =1

Ainsi N(«) est inversible dans Z, c’est 1 ou —1.
Réciproquement, soit o € Z[v/13] tel que N(«) soit inversible dans Z. Alors

a(N(a)™'@) = N(a) laa =1

donc « est inversible dans Z[v/13] d’inverse N (o)~ 'a.
Ainsi le groupe des inversibles de Z[/13] est

U={acZV13]; N(a)=+1}

Il est clair que 1 et —1 sont inversible dans Z[v/13]. Et N(18+5+/13) = 182 +13x5% =
1, donc 18 + 5v/13 est inversible dans Z[v/13]. Il en est de méme pour les autres.
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e. Supposons que 2 soit réductible dans Z[v/13]. Il existe alors un élément o = a + bv/13
dans Z[v/13] distinct de 1 et de 2 (4 un inversible pres) divisant 2. Mais dans ce cas,
N(a) = a® — 13b? divise N(2) = 4 (dans Z) et N(«a) est distinct de 1 et de —1 (car sinon
a serait inversible) et distinct de N(2) et de —N(2) (car sinon « serait égal & 2 & un
inversible pres). Donc N(«) est égal a 2 ou a —2.

Si b est pair, comme a? = +2 4 13b%, a? est pair ainsi que a. Dans ce cas a® — 13b?
est divisible par 4. Si b est impair, a? = £2 4 13b?, a? est impair ainsi que a. Dans ce
cas il existe k, ¢ € 7Z tels que a = 2k + 1 et b = 2¢ + 1, mais alors

a® —13v” = (2k + 1) = 13(20 + 1)* = 4(k* + k — 130> — 13¢ — 3

Dans les deux cas a® — 13b? est divisible par 4, ce qui impossible car 2 et —2 ne le sont
pas.
Donc 2 est un élément irréductible de Z[v/13].
Le méme raisonnement montre que 3 + V13 et de —3 + /13 sont aussi des éléments
irréductibles de Z[v/13] (N (3 ++/13) = N(=3 + V/13) = —4).
f. Ona
2x2=4=(3+V13)(-3 + V13)

Ainsi 4 a deux décomposition en produit d’éléments irréductibles.
Donc 'anneaux Z[v/13] n’est pas factoriel.
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13. - APPLICATION DU THEOREME CHINOIS DANS Z[X]
Solution

Bien que Z[X] ne soit pas principal, on a une identité de Bézout entre 3X3+1 et X?:
BX*+1) - X?*3X) =1

et donc 3X3 + 1 et X? sont premiers entre eux.
On pose
Py=(2X +1)(3X3 +1) - 3X(X?)(X?)

= X2+ (BX*+1)(-X?+2X +1)
=2X +1+X°(3X°(2X +1) — 3X?)

alors Py = X2 mod 3X3 +1 et Py =2X + 1 mod X2.

Soit P € Z[X] tel que P = X? mod 3X3+1 et P=2X+1mod X2. Alors P— P, est
divisible par X2 et par 3X3 + 1. 1l existe Q € Z[X] tel que P — Py = X2Q. Le polynome
3X3+1 divise P — Py et est premier avec X2, il divise donc Q (’anneau Z étant factoriel,
I'anneau Z[X] est factoriel et on peut appliquer le lemme de Gauss), et il existe R € Z[X]
tel que P — Py = X?(3X3 + 1)R.

Réciproquement, il est clair que tout polynéome de la forme Py + X?(3X3 + 1)R avec
R € Z[X] vérifie les congruences.

Enoncé Indication F. Geoffriau



Agrégation Interne de Mathématiques, Université de La Rochelle, Exercices sur les anneauz et corps
Ainsi les polynémes P de Z[X] tels que
P=X?’mod3X*+1 et P=2X+1modX?

sont les polynomes de la forme Py + X2(3X? + 1)R avec R € Z[X].
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14. - COEFFICIENTS DE BEZOUT
Solution

On a

Xo 43X+ X3+ X2 43X +1= (X" 42X + X +2)(X +1) - X — 1
X 42X3 - X +2=(-X3—-1)(-X -2)+0

Donc un pged des polynomes P et Q est —X3 — 1 et

P-(X+1D)Q=-X*>-1
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15. - PGCD ET ALGORITHME D’EUCLIDE
Solution

Soit a et r le quotient et le reste de la division euclidienne de p par ¢. On a

p=ag+r e 0<r<gq

Donc
a—1
XP 1= XU -1 = X((X) — 1)+ X7 =1 = (X0 = )X (DO(x0F) + X7 -1
k=0

De plus le polynome X" — 1 est de degré strictement inférieur a celui de X? — 1. Donc
le reste de la division euclidienne de X? — 1 par X9 — 1 est X" — 1.

Ainsi les deux algorithmes d’Euclide, pour p et ¢ d’une part et pour X? —1 et X7 -1
d’autre part se correspondent et donc se terminent en méme temps. Ainsi le pged des
deux polynémes X? —1 et X7 —1 est X¢ — 1 o1 d est le pged de p et de g.

Autre méthode. Puisque les décompositions dans C[X] en produit de facteurs
irréductibles de X?—1 et de X?—1 sont sans facteur carré (i.e. les polynémes irréductibles
intervenant dans la décomposition sont deux a deux distincts), le pged de XP — 1 et de

Enoncé Indication F. Geoffriau



Agrégation Interne de Mathématiques, Université de La Rochelle, Exercices sur les anneauz et corps

X9 — 1 est le produit des polynomes de la forme X — a ou « est une racine commune a
XP —1letaX?7—1.

Soit p’ et ¢’ deux entiers tels que p = p'd et ¢ = ¢'d. Les deux entiers p’ et ¢’ sont
premiers entre eux.

Soit o une racine de X? — 1, il existe k € {0,...,p — 1} tel que a = **7/P. Alors

0l —1=0+<= e¥/P =1 = kg=0mod p
<= kq' =0 mod p' <= k =0 mod p’
—3e{0,....d—1}; k=0 <= Tle{0,...,d—1}; o=/

Donc
q—1

pged(X? — 1, X9 - 1) = [[(X — ¥/ = X9 —1
k=0
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16. - POLYNOMES IRREDUCTIBLES A COEFFICIENTS DANS Z/27Z
Solution

Les polynomes constants ne sont pas irréductibles et ceux de degré 1 sont irréductibles.

Un polynoéme de degré 2 ou 3 est irréductible si et seulement s’il n’a pas de racines
dans Z/27. En effet soit P un polynoéme de degré 2 ou 3. S’il possede une racine a,
alors il est divisible par X — a et il n’est pas irréductible. Réciproquement, si P est un
polyndéme réductible, il existe deux polynomes non constants ) et R tels que P = QR
et alors deg(P) = deg(Q) + deg(R) et I'un des deux polynomes @ ou R est de degré 1.
Comme Z/27 est un corps, ce polynoéme possede une racine dans Z/27Z qui sera aussi
racine de P.

Ainsi un polynome P de degré 2 ou 3 est irréductible si et seulement si P(0) = P(1) =1
(puisque Z/27Z ne possede que deux éléments 0 et 1).

Par conséquent les polynomes irréductibles de degré au plus 3 dans Z/2Z[X] sont

X, X+1,X24+X+1, X3+ X?>+1,X°+X+1

Un polynéme de degré 4 peut étre réductible sans avoir de racine dans Z/27Z. Par
exemple

X'+ X241 =(X?4+X+1)*

n’est pas irréductible et n’a pas de racines.
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17. - EXTENSION DE CORPS
Solution

On cherche tout d’abord les racines du polynéome X2 — 10X + 1 qui sont

5—2vV6 et 5+2V6
Ce sont deux réels positifs (2\/6 < 5 car 24 < 25), donc les racines de P sont /5 — 2/6,

—v/5—2v6, /54 2v6 et —/5 + 21/6.

Puisque v/6 n’est pas rationnel, le polynéme P n’admet pas de racine rationnelle. Par
conséquent, si P est réductible, il est produit de deux polyndémes unitaires de degré 2 et
chacun des deux a pour racines deux des quatre racines de P. Or les polynomes

(X—M)(X+m)zx2—5+2\/6
(X—m)(X+m):X2—5—2\/_
(X—W)(X—I—W \/5+2\/_—\/5—2\/_ X-1
(X+W)(X—W \/5+2f—\/5—2\/_ X-1

n’appartiennent pas a Q[X]. donc P est un polynéme irréductible dans Q[X].
Attention, le fait qu’un polynéme n’est pas de racine rationnelle ne veut pas dire qu’il
est irrductible dans Q[X], penser au polynéme (X? + 1)2.
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a. Puisque Q[a] est une Q-algebre engendré par «, on a

{ac® + ba® + ca+d; a,b,c,d € Q} C Qla]
Pour montrer I'inclusion inverse, il suffit de montrer que 1’ensemble {aa® + ba? + ca +
d; a,b,c,d € Q} est une Q-algebre. C’est le sous-Q-espace vectoriel de R engendré
par la famille (1,a,a? a3). Montrons pour finir qu’il est stable par multiplication,
pour cela il suffit de montrer que pour 4,5 € {0,1,2,3}, o't/ = a’a’ appartient a cet
ensemble. Puisque a est une racine de P, on a a* = 10a? — 1, d’ou o® = 100® — a et

6 = 10a* — a? = 9902 — 10. Donc cet ensemble est stable par multiplication et c’est
ainsi une sous-Q-algebre de R.
En conclusion

Qo] = {aa® + ba® + ca+d; a,b,c,d € Q}
b. 1l est clair que I’application ¢ est surjectif car I'’élément aa® + ba? + ca + d de Qla]
(a,b,c,d € Q) esrt 'image par ¢ du polynéme aX?3+bX?+cX +d de Q[X]. On pourrait
montrer de fagon plus générale que la Q-algebre engendrée par « est

Qla] ={Q(a); Q € Q[XT]}
Soit Q1,Q2 € Q[X] et A € Q, on a
P(Q1 + Q2) = (Q1 + Q2)(a) = Q1(a) + Q2(a) = p(Q1) + ¢(Q2)
P(AQ1) = (AQ1)(a) = AQ1 () = Ap(Q1)
0(Q1Q2) = (Q1Q2)(a) = Q1(a) Q2(a) = p(Q1)p(Q2)
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Donc ¢ est un morphisme de Q-algebres.

c. Ona p(P)= P(a)=0, donc P € ker(yp). L’anneau Q[X] est principal, donc il existe
Q € Q[X] engendrant 'idéal ker(p) et alors P est un multiple de Q. Or P est irréductible,
donc soit ) est un polynome constant, soit il existe A\ € Q tel que Q = AP. Si @) est
constant, alors ker(¢) = Q[X] et ¢ = 0 ce qui est faux. Donc il existe A € Q tel que

Q@ = AP et ker(p) = (Q) = (P).

Donc
Qlo] = im(p) ~ Q[X]/ ker(p) = Q[X]/(P)

Puisque P est irréductible, I'idéal (P) est maximal dans Q[X] et le quotient Q[X]/(P)
est un corps et il en est de méme de Q|a].
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18. - PGCD ET EXTENSION DE CORPS
Solution

Soit D est un pged de P et @ dans k[X]. L’algorithme d’Euclide est identique que
I'on considere les polynomes P et @ dans k[X] ou dans K[X], donc D est un pged de P
et @ dans K[X].

Puisque P et (Q ont une racine commune dans K, ils ne sont pas premiers entre eux
et ainsi D est distinct de 1. Or P est irréductible dans k[X], donc il existe A € k \ {0}
tel que D = AP. Ainsi P divise Q.

Autre méthode. Puisque P et () ont une racine commune dans K, il existe un idéal I
de K[X] distinct de K[X] contenant P et (). On pose J = I Nk[X], c’est un idéal de
k[X], distinct de k[X] (sinon 1 appartiendrait & .J, donc a I et alors I serait égal a K[X])
et contenant P et Q).

Puisque k[X] est principal et P est irréductible, J est I'idéal engendré par P, donc P
divise Q.
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